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TROISIEME PARTIE. 


LA GE 0 M ET RI E 

TRANSCENDANTE. 


DISCOURS PRELIMINAIRE 
Sur Ilnfni Géométrique. 

N a beau dire ; la Géométrie Tranfcendaote , la 
Science des Courbes , l’Analyfe même & la Scien- 
ce de l’Infini , ne font point des Objets trop rele- 
vez au-deflus de notre Sphere. 

Le fyftêroe des Courbes étant celui de la Natu- 
re , comment échaperoit-il à notre Efprit , tandis 
qu’il faifit par tout nos regards ? 

Pour l’infini , dont bien des gens croyent que nous n’avons 
ni ne pouvons avoir aucune idée , comme fi tout ce que nous en 
difons après y avoir le mieux penfé , n’étoit que jeu de mots , 8c 
Tome II. A 
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2 Géométrie Trdvfcenctante. 

wn pur ramage de Perroquets ( j’en crois fidée fi fimpîc , fi natu- 
relle 5c fi primitive , que je doute que nous en enflions d’autre 
fi notre efprit n’éroit fans ceflè borné par nos fens , à des objets 
paiticnlicts ÔC limitez. 

Non -feulement il faut n’êrrc point Géomètre , il faut même 
n’avoir jamais fait le moindre ufage de fa raifon , n’avoir jamais, 
effleuré les Sciences , pour trouver l’idée de l’Infini , étrangère à 
notre etprit- 

Pour moi , j’ai remarqué qu’on ne fçauroit faire un fcul pas dans 
aucune Science , beaucoup moins dans la Géométrie , fans trouver 
auflî-tôt l’Infini fur fon chemin , non comme une barrière 6c un 
obftacle , mais fouvent comme un fecours , une lumière , un guide. 

Mais le commun des Efprits s’en laiffènt épouvanter , ou s'y- 
jouent de trop près, double écueil à éviter. 

Car l’infim eû tel qu’il déconcerte , du premier abord les Efi- 
prirs foibles & fuperficicls s 8c qu’il abforbe en quelque forte , les 
prélômptoeu* qui penfent l’approfondir , avec plus de curiollté 
que de oiTcernement. 

Cfcft comme un guide muer qu’il faut fiuvre dès qu’on l’apper- 
çoit , fans prefquc lui demander fon nom , fans même le regarder 
trop en face : ilnfiteitfl -infini , voilé prefque tout ce que nous en 
fiavons. Le pourquoi Sc le comment , £bnt des myfteres qui nous paf- 
£ent , au noms jufqu'ki. 

Quoiqu’il en lôit , il faut renoncer à la Géométrie , ou adopter 
de bohne graee , l’idée de l’Infini. 

Nous la trouvons cette idée dans la Géométrie la plus fimple j. 
nous la trouvons dans Archimede , nous la trouvons dans Euclide : 
& il y a bien des Propofirions Elémentaires , que je déficrois qu’on, 
démontrât (ans aucune idée de l’Infini. 

Dès la Géométrie compofée , dès les Coniqnes $ Apt&tuhu , 
la Parabole eft infinie , 8c l’Hyperbole plus qu’infinie. Dès la Géo* 
métric fimple 8c la plus fimple , la ligne droite même eft infinie 
de deux cotez. 

Et les incommenfurablcs , les croit -on exemprs de l’idée de 
l’Infini ? Or nous (ça vans ce qoe nous difons , lorlquc nous par- 
lons ainfi : 5c par cette idée - là même , nous diftmguons très- 
Géoir.étriquement la Parabole de l’Hvpcrbole , l’Hyperbole du> 
Cercle 6c ac l’Ovale, figures cflerrtidlcmcnt terminées de routes 
parts. 
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La Phyfique Je l'Infini. 3 

Entrons donc dans la Carrière de l’Infini , avec une hardicflc 
•qui n’excluë pas la défiance, mais auffi avec une défiance qui n’ex- 
cluë pas la hardieflè. 

Avoüons-le de bonne foi , rout n’y eft pas évident ni métaphy- 
siquement certain , 8c ce n’eft point une pure Géométrie ; les idées 
du Mouvement , de la Phyfique , en an mot de la Méchaniquc 
donc nous approchons, influant bien des incertitudes 3 c des nua- 
ges dans l'Objet de cette Géométrie. 

Mais auflï tout n’y eft pas faux & incertain , Ce l’idée de l’Infini 
qui y régne , n'a droit d’econner que les efprits Superficiels ou pré- 
somptueux qui cèdent à la moindre difficulté , ou veulent fur- 
monter les plus grandes j 8c ne connoiflénc point de milieu entre 
une fcience pleine 8c parfaite , 8c une fêicncc mêlée de quelques 
obfcuriré. 

Encore une fois il faudrait renoncer à toutes les Sciences , à 
toutes nos idées, à toutes les affaires même de la vie , 8c à la vie 
même , fi nous voulions toujours marcher au grand jour , 8c jouir 
d'un plein midi. 

Pouvons-nous même fentir nos bornes ( or la moindre fcicncc 
que nous voulons approfondir , nous les rend intimement fenfi- 
olcsj fans connoître , fans fentir au moins l’Infini qui nous échapc. 

Je crois connoître , comme un autre , les diflicintez du fujet que 
j’entreprends de traiter. L'unique chofe qui m’y rafturc , c’eft le 
grand ordre 8c l'enchaînement rigoureux que j’ai tâché d’y mettre , 
plus que par tout ailleurs. 

Les égaremens ne peuvent être ni fi fréquens ni fi longs dans un 
pais bien défriché , 8c tout coupé de grands chemins , aufqucis 
abouciffêntcn droiture mille fentiers de communication. 

J’ai diftingué avec aflèz de foin la Science, de l’Art de l’Infini. 
Je dois même avertir qu’à la honte de l'Efprit humain , s’il y a quel- 
que erreur 8c quelque nuage , c’eft dans la Science de l’Infini qu’ils 
peuvent fc gliflèr , l’Art en étant tout démonftratif, 8c purement 
Géométrique 8c Arithmétique. 

Dans la Science de l'Infini , je n’ai eu garde de confondre la 
partie Philofophique avec la Géométrique : 8c dans la Philofo- 
phique, la partie Phyfique a été bien diftinguée de la Métaphy- 
sique } celle-ci , encore à la honte de notre Efprit , n'étant pas , à 
beaucoup près, aufli inconftetablc que celle-là. 

Dans la partie Géométrique même , la Géométrie moderne de 
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4 Géométrie Tranfcendante. 

l’Infini ne fe confond pas tout-à-fait avec l'ancienne. La première 
a plus de brillant & plus d’ciïor , la fécondé plus de certitude & 
de folidité. 

On verra même que , la Métaph-yfique de l’Infini étant ce qu’il 
y a de plus paradoxe & de plus litigieux , je la ramene , autant 
que je puis , à une faine Phyfiquc de fait & d’Hiftoirc , plutôt 
qu’à un raifonnemcnt abftrait & équivoque. 

C’ert dans cet efprit 8c pour éviter les chicanes infinies dont 
cette matière abonde , que je prends un milieu , feul propre à 
concilier tous les fentimens , toutes les difficultcz , toutes les ex- 
trêmitez. 

Lorfque toutes chofes font ainfi évaluées de bonne foi , & que 
chacune porte avec foi fon étiquete , je crois qu’un Le&eur peut fe 
hazarder , en fe réfervant pourtant toujours le droit de fuffrage. 

LA SCIENCE DE L’INFINI. 

Sa Science Philofophique. 

C ’Est fur la D’rvijibilitc de P Etendue , ou comme ils difent dn 
continu , que fe jettent d’abord les Philofophes , fans daigner 
faire aucune attention à la divifion a&uellc des choies. 

Comme fi la (aine Philofophie n’étoitpas plutôt l'Hiftoiredc ce 
qui cft , que la Métaphyfique de ce qui peut ou doit être i 8c que 
nos Sciences fuflènt du rellort de l’imagination &c non de celui 
de la mémoire. Pour le moms la connoillànce du fait doit précé- 
der celle du droit. 

QUARANTE-DEUXIEME TRAITE’ 
DE GEOMETRIE . 

La Phjfeque de tïnfini. 

Q U’on ne croye pas cette partie fi Phyfique , qu’elle ne loft 
point du tout Géométrique j puifqu’au contraire on y va trou- 
ver tout le fonds folide de la Géométrie de l’infini , & pour le 
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La Phjfique de l'Infini. j 

moins toute la folidiré d’une Hitloirc qui ne roule que fur des faits, 
6c fur des faits fentlblcs pour tout le monde. 

La Phyfique n’eft plus une Science conjecturale, dès qu’on la dé- 
tache avec loin , comme je le fais dans ce Traité , de la Métaphysi- 
que. 


L I V R E PREMIER. 

Des Divijîons & Subdivisons de C Univers. 
CHAPITRE PREMIER. 

Des Divijîons. 

I*. Divtfion des Subjhtnces. 

I L s'agit de jetter un regard fur l’Univers. Quelle étendue , mais 
que de Bornes ? Que de Corps ? Que de Parties ? 

Ce font toutes ces Parties , 6c les plus petites plus que les gran- 
des, qui doivent attirer notre attention : car il s’agit ici de l’In- 
fini , 6c fur-tout de i'infiniment petit. 

Sans y regarder de trop près , nous avons cent moyens pour 
découvrir l’cxceflîve 6c comme nous difons communément ,17»- 
fnie petixelTè qui régne actuellement dans toutes les parties de 
l’Univers. 

Démocrite n’avoit pas eu befoin de Luneres , pour comprendre 
que cette blancheur célefte que nous appelions la voje de Lait , 
n’étoit qu’un entaflèment d’Ètoiles , que leur diflance feule con- 
fond 6c dérobe à nos yeux. 

De loin une foule de Monde , une Forêt , une Ville , une Four- 
millierCjiin Rivage, nous parodient comme tout d’une picce. 

De près nous dillinguons des Hommes , des Arbres , des Mai- 
fons , des Fourmis , des Cailloux , 6c jufqu’à des Bras , des Bran- 
ches , des Yeux , des Pieds , des Cheveux , des Feuilles , des Grains 
de Sable , mille Poils , mille Sillons , mille petits Infcéles , 6c jus- 
qu'aux Pores de toutes ces chofes. 

Un peu de raifonnement nous mene plus loin. Le Feu , l’Air, 
tous les Corps fe divifent , fe brifent , fe pulvérifent , s’exhalent, 
fc difpcrfent fans ce fie entre nos mains , ou fous nos yeux. 

Et nous comprenons fans peine qu’ils ne fe divifent ainfi , que 
parce qu’ils étoient déjà divifez , comme êc même plus qu’un mon- 
ceau de Sable. 


6 Géométrie Tranjcen Jante. 

Car la dureté des Corps ne vient pas de ce que leurs parties 
forment un tout continu. Guis aucune diftin&ion : tous les Corps 
feroient également durs. 

11 fuffic que les parties foient plus ou moins rapprochées , &. plus 
ou moins en repos ; ce qui rend l’eau tantôt glacée , tantôt liquide j 
& l’Or même , le Fer , le Bronze , &c jufqu’au Caillou cantôc en 
fulion fur le feu , tantôt folide en màflè ou en lingot. 

Je ne fais qu'indiquer tout ceci , Sc je ne dis rien de mille divi- 
sons naturelles ou artificielles dont tous les livres de Phyfiquc 
font pleins ; du fil d’une Araignée , ou d’un Ver à foyc, d'un petit 
grain d’encens qui parfume une va (le Eglife , d’un grain de Mufc 
qui parfume un appartement des années entières, d’un grain d’Or 
qui fuftit pour dorer bien des Vafcs , ou pour des fils d'une grande 
longueur : il me fuffit d’avertir qu’on y fallè attention , qu’on y 
jette un coup d’œil. 

Deux traits que l'Hiftoire m'apprend , méritent d’avoir place 
ici , afin qu’on voye de quoi la Nature cfl capable , puifque l’Arc 
atteint à des divilions fi lubtilcs. 

11 eft rapporté dans les Epbemendes d' Allemagne , que le célé- 
bré Gobelet d'Ofvvald Ncringer étoit fait d’un grain de Poivre , 

3 ui contcnoit douze cens autres petits Gobelets d’Y voire mis l’un 
ans l'autre, 5c dont les bords croient dorez, chacun ayant fon 
pied , & laiflànt même encore allez de place pour y renfermer qua- 
tre cens autres Gobelets. 

Galien parle d’un Phaéton , tiré par quatre Chevaux , dont on 
diflinguoit fort bien les dents , le mords , le frein j le tout gravé 
fur le chaton d’une Bague. 

En pillant j’avertis ceux qui n’ont rien vû , de ne pas fe pref- 
fer de s'inferire en faux contre ces traits. Il ne me faudroir pas 
beaucoup fouiller dans mes papiers, pour leur en fournir de bien 
plus merveilleux 5c qui font tres-averez. 


a®. Divijèon des Mouvemens. 

L ’Art a été jufqu’à rendre le mouvement d’une aiguille d'Hor- 
loge , allez petit pour n’achever fon tour qu’en un jour , une 
fcmainc , un mois , un an , vingt , cinquante , ccntans. 

Mais ce n'cfl rien auprès des mouvemens naturels, qui ne font 
que comme des Nai fiances , des Embryons de mouvemens -, ce qui 
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La Pkjfiqftïde ï Infini. y 

a fait définir la Nature , un Principe de mouvement , une vertu 
fècrctc , une force morte y une énergie , ou comme dit An/ ote 
une E/i tt h chic. 

Rien n’eft plus propre à faire fentir l’infinie petiteflè des mouve- 
mens naturels , comme le mouvement d’une Plante ou d’un Ani- 
mal qui végète , qui fe nourrit , qui croît. 

Car il eft réel qu’une Plante arroféc éc échauffée par le Soleil > 
croît à chaque inftant , & que toutes fes parties croiflcnt. Or il 
y en a celle qui en un mois, en un an , en dix ans , n’aura pas crû 
de la hauteur de deux ou trois lignes. 

Un Chêne , par exemple , qm a trente ou cinquante ans , croît 
bien peu déformais chaque année : quel eft donc fon accroillè- 
*»ent en un jour , en une heure , en une minute , en une fécondé , , 
en une ne net , en une centième , ôcc ? 

Et s’il croît fi peu en hauteur , c’eft bien moins ea grofTèur r 
moins dans l’épaitteur de fes feuilles , moins dans chacune de fes 
fibres , moins dans celles du Centre : car tandis que la moéle croît 
en grofTèur d’une ligne , il faut que l’écorce s'allonge peut-être de 
mille lignes à proportion de Ùl düxance du Centre. 

C’eft comme la partie Centrale d’une aiguille d’Horloge , qui 
va bien plus lentement que la partie qui eu a l’extrémité de 1 ai- 
guille. 

Un Mouvement qui eft bient lent , c’eft celui d’un Corps qtii 
tombe , dans le moment qu’ri commence de tomber. 

Car on peut démontrer qu’il lui faudrait des fiéclcs pour tomber 
de la hauteur de quelques pieds, s’ il n’avoit d’autre mouvement que 
celui qu’il a dans les premiers inftans de fà chute : mais à chaque 
inftant la Pefanteur renouvcllant fes efforts , le précipite afïèz rapi- 
dement fur la Terre. 

Un Mouvement encore plus lent, c’eft celui d’un gros fil qui 
s’allonge continuellement jufqu’à ce qu’il foit rompu par l'effarr 
d’un poids qu’il tient fufpcndu. 

Or plus le poids eft petit , plus la rupture eft tardive , plus l’ei- 
teniîon du fil , & le mouvement à chaque inftant font peucs.. 
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CHAPITRE II. 

Des Subdivisons Phyfi(juts. 

O N peut dire que la Lunete , 8c fur -tout le Micrtfcope font 
lcs_yéritables clefs de la Phyfique , 8c par conféquent de la 
Métaphyfiquc , de l’Analyfe-, 8c de toute la Géométrie moderne 
de l’Infini. 

Car , dans toutes les fpéculations les plus Métaphyfiques , il 
eft ordinaire , il eft même avantageux que les yeux devancent l’ef- 
prit. 

On peut remarquer que la découverte des Lunctcs 8c des Mi- 
crofcopes , eft l’Epoque de celle des nouveaux Calculs ; 8c c’cft 
pourquoi aulfi j’ai mis la Phyfique de l’Infini , à la tête de toute fon 
Analyfe. 

Le principal ici eft, de remarauer les divers Ordres de fubdi- 
vifion que la Nature fait régner dans tous fes Ouvrages , foit en 
grand , loir en petit. 

On pourroic , fi on vouloir s’en donner la peine , compter deux 
êt trois cens Ordres différens depuis l'Univers entier jufqu’aux der- 
niers Atomes de la matière. Mais il eft bon d’en remarquer fept à 
huit. 

L'Univers fe partage d’abord en Sphères ou Tourbillons , dont 
notre Soleil 8c chaque Etoile occupent les Centres. 

Ces Sphères font des parties bien petites de cet Univers , puif- 
qu’il y a telle Etoile qu'à peine nous diftinguons à l’œil , laquelle 
avec le Telefcopc nous paroît en contenir plu (leurs , dont cha- 
cune a fa Sphere , peut être plus grande que celle de notre Soleil. 
Or dans la Sphere du Soleil , la Terre entière eft bien petite 

f >ar rapport au Soleil même 8c à plus forte raifon , par rapport à 
a Sphere entière qui s'étend depuis ce Soleil jufqu’au-delà de 
Saturne. 

Par rapport à la Terre entière , les Montagnes qui en font par- 
tie , les Alpes , par exemple , font bien peu de chofe. Qu’cft - ce 
qu’un Eléphant par rapport aux Alpes ? Une Puce par rapport à 
un Eléphant? Une Mute par rapport à la Puce ? 

Or la Mitte 8c le Ciron ne font pas les bornes de la Nature } 
clics ne le font pas même du Microfcope ; chaque Puce a fa Puce , 
chaque Ver fon Ver qui le ronge. 
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11 y a des Cirons de Cirons , & des Cirons de Cirons de Cirons , 
& des &c j fans que perfonne puilTc dire À la Nature , tu iras juf- 
ques-li , & la tu borneras tes Subdtvijions. 

Il n’eft pas mal de faire attention ,quc ccs petits Infectes ont des 
pieds , des poils , des efprits animaux , des pores : que la groflèur 
de leur poils cft bien petite par rapport à leur longueur , ôcc. 

Dans les Mouvcmcns , on trouve le même ordre de fubdivifions. 
Le Mouvement du monde entier , loit vrai , foit apparent , mais 
très-poflîblc , cft bien grand par rapport à celui du Vent ou d’un 
Boulet de Canon , ôec. 

Or ce fyftême de Divifions , 6c de fubdivifions a lieu par tout : 
chaque Corps contient des Corps , chaque Partie des Parties , êec. ' t 


LIVRE IL 
De r Infini P hy fi que. 

CHAPITRE PREMIER. 

Sa Nature. 

L 'Infini Phyfique n’eft autre que YInfenfible qui échapeà nos 
yeux , à nos oreilles , à notre ta<£fc , à tous nos fens , 6c prefquc 
à notre efprit ôc à notre imagination. 

On peut , fi l’on veut , diftingucr deux fortes d’infenfibles , 1 ’ab- 
foU qui cft infenftble de droit , comme le Ciron & les Atomes de la 
matière; & l’infenfiblc relatif &: de Fa/7, qui n'eft infcnfible que 

? ar comparaifon , comme la Terre par rapport à l'Univers , une 
uce par rapport à un Eléphant. 

Mais je ne fais cette diftinction , que pour remarquer qu’elle eft 
très-frivole , & qu’il n’y a d’infenfible que le relatif; ce qui eft in- 
fcnfible pour l’un ne l’étant pas pour l’autre, & ce qui eft inlènfi- 
ble pour nous , ne l’étant pas pour un Ciron , ni même pour nous , 
armez d’une Lunette ou d’un Microfcopc. 

Cependant , comme c’cft pour nous que nous raifonnons , il n’eft 
pas mal de nous établir, dans le point de vûë où la nature même 
nous a mis , comme la Régie de la grandeur 6c de la pctitdlè de 
toutes choies. 

Suivant cela , tout ce qui cft à notre portée fera fini ; tout ce qui 
l’cxcedc, fera infiniment grand; tout ce qui fera au-deflous, fera 
infiniment petit. 

Tome II, 
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Par exemple , on peut prendre pour fini, tout ce qui eft entre la 
grandeur de l'Elephant & celle de la Puce , entre celle d’un grand 
Arbre 8c celle d’un petit brin d’herbe , entre une maifon 8c un grain 
de Sable. 

La taille de l’Homme tjui tient le milieu , cft comme le point 
fixe , autour duquel nos yeux 8c notre imagination roulent fans 
effort. 

Toutes ces chofes-là ont une certaine latitude; & entre l’Ele- 
phant 8c les Alpes d'un côté , 8c de l’autre côté entre la Puce 8c le 
Ciron , il y a bien des degrez mitoyens où notre vue fe perd , ou 

3 ui nous échapent infenfiolcmcnt : fans parler des diverfes portées 
es vues de divers hommes. 

Mais en fait d’infini , il n’eft pas mal qu’entre lui 8c le fini il 
y ait un certain cfpacc indéfini , 8c comme un pays perdu qui les 
fépare. 

Ainfi entre l’Elephant qui termine le fini , 8c les Alpes qui com- 
mencent l’infinimentgrand, jene mets rien, non plus qu’entre la 
Puce 8c le Ciron. 

D’autant mieux qu’entre le fini 8c l’infini Géométrique 8c Mé- 
taphyfique , on pourra dans la fuite trouver de ces grandeurs équi- 
voques 8c comme amphibies , aufquelles on feroit également env 
baraffé de donner le nom de fini ou d’infini. Croit-on que l’in- 
fini puifle 8c doive avoir des Bornes fi précifes ? 


CHAPITRE II. 

Géométrie naturelle de l'Infini. 

C ’Est ici , je penfe , le vrai noeud de la Géométrie 8c de la Mi- 
taphyfique même de l'Infini } c’effau moinsl’unique voyeque 
j’ai pu trouver , pour reconcilier fes adverfaires avec fes Partifans , 
8c pour mettre cette haute 8c tranfeendante Géométrie à la portée 
de tout le monde. 

Car on ne fera pas tenté de rejetter cette Géométrie ni de la 
eroire au-deffus de fà portée fi , la ramenant à fa vraye origine , j’en 
fais voir diftinétement tous les Principes les plus forts 8c les plus li- 
tigieux dans la bouche même du Peuple ; 8c fon art conftammcnt 
pratiqué par les Efprits les plus vulgaires, dans le plus fimple ulà- 
ge de la vie. 
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Je ne fçais pas fi des cfprirs , précieux plutôt que délicats , ne 
traiteront pas d'exprclTions balles celles dont je me 1ers pour énon- 
cer le vrai dans toute fa naïveté. 

Mais quelle qu’en foit l’expreilîon , je ne fais que raconter quel- 
ques Anecdotes allez remarquables de la marche de l’elprit hu- 
main , dans la fcicnce qui pâlie jufqu’ici pour la plus noble 6c U 
plus haute. 


i °. Principes populaires de l'Analpfe d" de U Science de l'Infini. 

S ’IL faut relever la chofc , c’cft à des gens du premier rang com- 
me au limple peuple , que j’ai oui dire plus d’une fois en prd- 
pres termes , qu’un œuf n’eft rien , que deux font quelque chofe , 
que trois font beaucoup , 8c que quatre font trop. 

Cet Axiome a lieu par tout dans l’ufage , 8c quelquefois on dit 
qu’un peu n’eft rien , mais que deux peu font beaucoup. Veau qui 
tombe goûte à goûte , dit la Chanfon , perce le plus dur Rocher. 

Pluficurs coups redoublez font entrer le Cloud dans le Marbre. 
Il y a mille maniérés de parler comme celles-là , 8c qui difent 
la même chofc. Car ces manières de parler font des manières de 
penlèr, aufquclles il ne faut pas beaucoup aider , pour y trouver 
tous les Axiomes fur quoi porte l’Art de l’Infini. 

Les deux principaux font , que peu de choie ajoutée ou re- 
tranchée de quelque quantité un peu fcnfiblc , ne la diminue ni ne 
l’augmente , 8c qu’on peut négliger les minuties en tout genre ; mais 
que plufieurs minuties réunies , font des chofcs confidérables. 


i°. L’Art populaire de l’Infini. 

S Ua ces principes , il régne dans la vie Civile un Art , foit Géo- 
métrique , foit Arithmétique de l’Infini s lequel Art cft bien 
le Germe ac celui qui régne parmi les Géomètres. 

Je raconterai ce que j’ai vu , puifqu’enfin il n’eft pas queftion 
chez les Philofophcs , du noble ou du bas , mais uniquement du 
vrai ou du faux. 

Toutes ces Sciences n’ont eu jufqu’ici que trop d’enflure , 8c 
il n’eft pas mal de les humilier un peu , pour les ramener à leur 
juûe niveau. 


Bij 


Xi Géométrie TranfceruLmte. 

Un vil Artifan prit un jour fous mes yeux un morceau de bois, 
il le coupa en Quarré long ou en Parallélépipède. 

Cet Air de Figure Géométrique attira mon attention j Ton but 
étoit de faire un talon de Soulier ; je le fçavois , 6 c ce ne fut pas 
pour moi une raifon d’en détourner les yeux. 

11 faifoit un quarré , ôc vouloir faire un Cercle , il le fit même: 
mais comment s’y prit-il ? Archimède me le pardonnera ; je crûs 
voir ce grand Géomètre de Syraeufe qui , pour Quarrer le Cer- 
cle , circularifoit le Quarré. 

Car Archimede commença par inferire un Quarré dans le Cer- 
cle; enfuite il changea ce Quarré en un Otiogone qui approche 
bien plus du Cercle : à I'Ocïogone il fit fucceder le Sexdecagone , 
c'eft- à-dire , le Polygone de icize cotez , 6 c pouffa enfin jufqu’â. 
celui de 96 qui n’égale pas le Cercle , mais en approche d’allcz. 
près. 

Mon artifan fut Géomètre pour le coup : ü coupa , au moins 
d’un côté , les Angles de fon Quarré , 8 c en fit un Oétogonc , 
dont il coupa encore les Angles: 8 c d’Angle en Angle il fit fi bien 

Î iu’en multipliant leur nombre , il les fit difparoître , 6 c arrondie 
on talon. 

Ainfi font pour mille autres chofes tous les Artifans de l’Uni- 
vers qui , dans Pillage au moins , n’ignorent pas la méthode des 
inferits 6 c des circonfcrits , non plus que ce Principe , que le Cer- 
cle 8 c routes les Courbes de l’Univers font des Polygones d’une 
infinité de côrcz infiniment petits , c’cfl- à-dire , félon eux , infen- 
fiblcs. Voilà l’Art Géométrique du Peuple. 

Son Art Arithmétique , n’eft pas moins rapproché de l’Arith- 
métique de l’Infini. 

Chez le fimple peuple , 6 c chez tous ceux qui ne font pas de 
grands Calculs , fur une fomme un peu grande on néglige une 
obole , un denier même , 8 c un liard , félon la grandeur du compte, 
8 c la richcffe du Calculateur. 

On fc contente d’une approximation fuffifante : un peu plus 
ou un peu moins ne font pas pancher la Balance , 6 c la Mouche qui 
chez Efope étoit bien ficre de (ê voir traînée en Carofic , eût été 
bien forte fi elle eût fçû , que les Chevaux ne fe mettoient pas 
en de plus grands frais pour elle. 

Mais chez les Marchands , les Gens d affaires , chez tons les Gens 
qui calculent de profeflîon , on ne néglige rien , on évalué tout , on 
tient compte de la moindre bagatelle. 
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J’en avois long-tems cherché la raifon $ j’attribuois ce procédé 
à avarice fordide , ce n’eft point cela. Ils font ce qu’ils doivent 
faire. Ils ne pourroient négliger les minuties , fans en négliger 
beaucoup. 

Or un peu Si un peu font quelque chofe , deux oboles font 
un denier , trois deniers font un liard , quatre liards font un fol , 
Sic. 

Ceux qui font peu de Calculs peuvent négliger les minuties , 
fans conféquence ; mais elles s’accumuleroient pour les autres , 
Si formeraient bien-tôt des fommes , dont les progrès font plus ra- 
pides qu’on ne penfe. 


RECAPITULATION 

De la P hy fi que de C Infini. 

T Out cela n’a pas befoin d'un fi grand difeours. Mais on ne 
fera pas fâché , je penfe , d’en voir le plan à découvert. 

Pour moi du moins c’eft ce que j’en aime le mieux , Si ce que 
j’en ai fait avec le plus de foin. Ce n’eft pas le détail qui nous a 
manqué jufqu’ici , pour embrouiller tout cela. 

On doit s’apperccvoir , que cette Phyfiquc n’eft pas une pure 
phyfique , Si que fi ce n’eft une pure Géométrie , c’eft au moins 
un préliminaire allez eflèntiel pour cette Géométrie. 

Du refte je doute qu’il y ait jufqu’ici rien de litigieux , ni de 
difficile à entendre, quoique les Géomètres puiiïènt s’apperccvoir 
que c’eft -là tout le fonds de la Géométrie de l’Infini mife non- 
feulement à la portée , mais en la poflèlfion même de tout le 
monde. 

Tout le Monde en fçait jufques là } tout au plus on ignore qu’on 
le fçait } on l’a oublié , 8c je ne fais qu’en rappcller le fouvenir. 

Je ne réponds pas que ce foit la même choie du morceau Mé- 
taphyfique qui va fuivre. Je prie ceux qui ne fe fenriront pas une 
certaine fermeté d’amc , pour ne pas dire une certaine force d’ef- 
prit , de ne pas le lire , ou de le lire fort rapidement. 

J’y combats peut-être tous les préjugez r en les ftiivant tous à' 
la rigueur : j’y heurte tous les fentimens, en les conciliant. L’or- 
dre au moins qui y régne encore plus que dans le morceau pré- 
cédent , pourra conduire quelques Lecteurs à bon port. 
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QUARANTE-TROISIE’ME TRAITE’ 

DE GEOMETRIE. 


La Métaphyfiquc de P Infini. 


LIVRE PREMIER. 

De U Divijibiliié. 

N On-seulement la matière, l’étendue , le continu font divi- 
fez actuellement jufqu’à l’infini Phyfique } mais ils font divi- 
fibles jufqu'à l’infini ablolu & Métaphyfique. 

Cela n'a rien de trop paradoxe. Mais peut-être trouvera - t’on 
que je pafle les bornes , h j’ajoute que l’indivifibilité finon abfoluë , 
du moins relative régne dans l’étendue , de concert avec cette di- 
vilibilité infiuie. 

J’avouë pourtant que c’eft ce concert 6c cette conciliation , que 
f entreprends d’établir. 
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chapitre premier. 

De la pure Diviftbiltté. 

O N peut l’établir par des preuves Phyfiqucs , Géométriques 
& Métaphyfiques. 


I Les Preuves Phyfiqucs de U Divifbilitc à é Infini. 

Q Uelque Divifion qu’on veuille introduire dans la matière 
avec des Agens proportionnez , elle s’y prête allez bien. 

Le Marteau , Te Cilcau , la Lime , la Scie , ia Filicre > le Filtre , 
l’Eau & fur-tout le Feu , 8c encore plus une douce Ghalcur divi- 
fent 6c fous-divifent les chofes au-delà de toute peti celle fenfible'. 

Et , fi la Divifion ne va pas au-delà , ce n’eft pas la Divilîbi- 
lité qui paroît manquer de la part de la matière , mais la faculté de 
diviler , de la part de nos Agens greffiers 6c bornez. 

Je ne dis pas que ce foit-là une Démonftration fans réplique ; 
mais elle eft bonne pour introduire dans les autres , elle eft bonne 
pour l'imagination. 


2 °. Les Preuves Géométriques. 

E Lles font fans nombre ; 6c l’on peut dire qu’il n’eft pas de 
point mieux démontré par la Géométrie que celui de la Di- 
vifibilité. 

L'Hyperbole nommément fournit une bonne Démonftration. 
On peut , fans difficulté , allonger une ligne droite de plus en plus 
à l’infini 5 on peut auffi allonger une Hyperbole fans Dornes. 

Ce n’eft pas comme le Cercle ou l’Ovale qui ont une Circon- 
férence déterminée , qu’on ne peut étendre un peu fans les voir 
revenir en arriéré 8c rentrer en elles-mêmes. 

Imaginons donc une Hyperbole avec fon Afymptote, qui s’é- 
tende de plus en plus à l’Infini : leur propriété relative, eu d'ap- 
procher toujours l’une de l’autre , fans jamais s’atteindre. L’efpace 
qu’elles renferment , devient donc fans ccfïè de plus en plus petit „ 
6 c eft par conféquenr divifé 6c divifible à l’Infini. Cela clt démon- 
tré. 
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Les hicommcnfnrablcs fourniiïcnt auffi une bonne Démonftra- 
tion. S’il y avoir un degré de pctiteflc au-delà duquel l’cfpace , 
l’étcnduë ne pût être divifée , 6c que l’étendue fut composée de 
points purement indivilîblcs,deux lignes ne fçauroient être incom- 
încnfu râbles. 

Chacune conticndroit un certain nombre déterminé de ces 
points , lefquclsen feraient par conféquent la commune mcfurc, 
comme un demi pied cft la commune mefure de deux lignes , 
^ l’une de fept pieds Sc l’autre de treize pieds &: 7 . 

Je ne rapporterai point toutes les Démonftrations que la Géo- 
métrie fournit : mais je ne puis omettre celle que la fimplc Régie 
de Trois me donne , parce quelle ouvre un grand Pais à l'Efprit Sc 
à l’Imagination. 

Il n’cft pas nouveau de dire que Dieu pourrait faire un Monde 
entier dans un grain de Sénevé ou de Sable , ou dans le plus petit 
Arôme de l’Univers. 

Nous n’avons même , pour le dire en pafïànt , aucune preuve 
que ce Monde tel qu’il cft , ne foit pas renfermé dans ce que notre 
Imagination conçoit comme un Atome , ni que dans les Atomes 
mêmes de notre monde , Dieu n’ait pas renfermé d’autres Mondes. 

Les infinitaires modernes vont plus loin ; &c , à la vue des divers 
ordres d’infiniment petits Phyliqucs que les Microfcopes nous dé- 
couvrent de jour en jour , à mefure qu’ils fc perfectionnent , il y 
en a tel qui a prétendu qu’actucllement la matière étoit divifée à 
l’infini , &c qu’il y avoir des Animaux réellement fubfiftans , de 
plus en plus petits à l'infini , Sc à l’infini Métaphyfique èc abfolu. 

C’cft-là une penfée hardie & peut-être dangereufe , que je n’ai 
garde d’adopter , &c que la faine Phyfique parait même reprouver. 

Mais , fans rien décider fur la divifion adtuelle qui régne dans 
la Matière , je puis démontrer qu’il n’y a point d’ordre de peti- 
tefle Phyfique qui ne puifle bien régner , &c qu'un Monde de telle 
pctireflc qu’on voudra feindre , eft poflîblc. 

Car , par exemple , s’il cft queftion d’un Monde dans un Atome 
infenfible , je dis qu’il cft poflible. 

Soit notre Monde appcllé A , l’Atome a , notre Terre T , & 
.v la Terre de ce petit Monde Atomique. Je dis que A: a :: T: 
x. Or cet .v eft une quantité réelle , puifque x — eft une gran- 
deur réelle toute compoféc de grandeurs réelles , multipliées ou 
divifées l’une par l’autre, 

. Sans 
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Sans fortir de ce Monde , foie C un Ciron ordinaire , & c un 
Ciron de Ciron ; je dis que le Ciron de Çiron de Ciron , ou le 

Ciron du Troifiéme Ordre cft pofliblc. 

Car le premier C : eft au fécond c :: comme celui-ci c : eft au 
troifiéme x , lequel = g , qui eft une quancité réelle. 

On trouveroic de même que le Ciron du quatrième Ordre cft 

pofliblc 6c = Celui du cinquième Ordre = ~ Celui du ccn- 
. 99 c c 

tiéme Vi Ce eju il falloit trouver & démontrer. 


3 0 . Enfin les Preuves Métophyfiqucs de U Divifibiliié. 

E Lles fc tirent de l’idée même de cette Diviftbilité , qui eft 
une chofe qu’on conçoit fans peine 6c avec une parfaite évi- 
dence. 

Voici une démonftration que je préféré à toutes les autres , 
parce qu’elle en eft le Principe , 6c que toutes bien Anal y fées fe 
réfolventen celle-là : car j’aime à remonter au Principe pour abro- 
ger les détails. 

L’Etendue ou YExtenfibilite & la Divifibilité font réciproques. 
La matière peut s'étendre à l’Infini ; donc elle peut fe diviler à 
l’infini } elle peut fc doubler , elle peut donc fe lous-doublcr , le 
triple eft pofliblc , le tiers l’eft aulfi : on peut la prendre un mil- 
lion de fois ; on peut donc la prendre un millionième , 8c fi nE , eft 
une quantité polfible , donc | eft pofliblc au (fi. 

Car je puis divifer une choie par le même nombre par lequel 
je puis la multiplier ; 6c fi n reprefentoit l’infini , 6c que E , c’eft- 
à-dire , une Etendue quelconque pût être prife une infinité de 
fois, 6cc. 

On voit bien que la Démonftration de l’Hyperbole revient im- 
médiatement à celle-ci : puifqu’on n’y démontre la divifibilité à 
l’infini , que par l'allongement de l'Hyperbole êc de fon Afymptotc 
à l’infini. 


CHAPITRE II. 

De l'Indivifiibilité. 

C ’Est ici le nœud : je dois démontrer qu’il y a des points dans 
l’Etendue , 6c des points inégaux. 

Tome IJ. C 
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Géométrie Tranfcenclante. 


i°. Des Points. 

C E n’cft pas par de grands raifonnemens , mais par des faits 
Géométriques bien précis qu’une chofe fi paradoxe Se fi fa- 
cile à embrouiller , doit être démontrée. 

J’appelle des faits Géométriques , par exemple , qu’il y a des 
Courbes dans la nature des choies, 6c que l’idée en cft très-réelle ; 
puilque la plupart des Démonftrations des Géomètres portent fur 
cette idée toute fimplc & nullement contradictoire. 

Dira-t’on que l’I Jée 6c les Démonftrations des Géomètres por- 
tent à faux ? Qu’ils ne lijavcnt ce qu’ils difent lorfqu’ils en par- 
lent ? Et qu’ils n'ont aucune idée de l’objet le plus ordinaire de leurs 
fpéculations ? Dira t on que d’un Principe faux ils tirent des con- 
clufions légitimes, 6c qui jamais ne fe heurtent pàr aucune con- 
tradiction ? 

Or les Courbes qu’ils fuppofent , font des Courbes rigoureu les, 
par exemple , des Cercles dont tous les points font réellement à la 
même diltance du Centre. 

Cela n’empêche pas au refte que ce ne foient des Polygones 
d’une infinité de cotez : car dès qu'on en met une infinité , ces co- 
tez ne font plus que des points infiniment petits 6c en un vrai fens 
indivifibles. 

Peut-être que ces Courbes parfaites font impoffibles. Mais com- 
ment les Géomètres en ont-ils l’idée? Et comment des raifonne- 
mens fans nombre qui portent fur cette idée , ne forment-ils pas 
un fyftême ruineux qui fc démente par mille contradictions ? 

Je fixais bien que des Philofophes peu Géomètres ont été jufquW 
prétendre , que Dieu même ne pouvoir pas faire de Cercle parfai- 
tement rond : il ne leur refte qu’a dire aulli que Dieu ne connoît 
pas la quadrature du Cercle ? 

J'ai établi ce point des Figures parfaites, dans un Ouvrage que 
j’ai fait autrefois fur la Plénitude du Monde contre la chimere du 
vuide. J’ai porté la chofe jufqu’à montrer même que les Figures 
imparfaites font une illufion de l’imagination , 8c un aflèmblagc 
tout au plus de Figures parfaites , lcfquelles fonc par conféqucnt 
très poifiblcs. 

Il cft donc réel qu’une Courbe, un Cercle ne touche une ligne, 
qu’une boule ne touche un plan , qu’en un point. Je ne dis pas 
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que le Comment de tout cela foit clair ; je dis qu’il eft clair que 
cela eft aiuii , & qu’il y a des Points. 

Toutes les idées Géométriques vont-là. Dans les plus (impies 
déduirions Elémentaires on conçoit des points fans parties , des li- 
gnes (ans largeur , des furfaces fans épaiflèur. 

La Géométrie des indivifibles du célébré Cavollieri , ne peut point 
être traitée de fâuilè, quoique toute fondée fur ce Principe j puif- 
qu’clle aboutit par tout aux mêmes concluions, aufquelles abou- 
tit la Géométrie la plus indépendante de ce principe. 

Les infiniment petits qu’on a fubftituez aux indivifibles , en 
étendent la théorie , mais ne la ruinent pas , & portent fur le 
même principe auquel ils en aiïbcicnt un autre , comme on va voir 
bicn-tôt. 

Non-feulement les Géomètres , mais Jans l’ufage de la vie tout 
le monde a l’idée des indivifibles , &c raifonne fur ce Principe. Ce 
qu’on appelle un Tout , une Unité, un Point, eft réellement un 
point conçu indivilible & fans parties. 

On en fait abftra&ion , dit-on , & c’eft tout ce que je prétends , 
qu’il eft poiliblc d’en faire abftraction , d'en avoir l’idée abftraitc { 
ce qui fuppofe néceflàirement un fondement réel dans la chofe. 

La pointe d’un Angle eft certainement un Point; or un Angle 
eft un Angle rigoureux. Dira-t’on que c’eft encore une Chimere ? 
Dira-t’on que ce n’cft pas un point , mais une ligne droite qui ter- 
mine l’Angle ? J’y confens , Deux lignes qui par leur réunion font 
un Angle (ont donc terminées par une ligne droite: chacune d’elles 
fait donc avec celle-là un Angle ; & pour un (cul qu’on veut évi- 
ter , en voilà deux. 

Dira - t’on encore que ces deux Angles font terminez chacun 

f >ar une ligne droite ? Voilà donc quatre Angles formez par cinq 
ignés. Ira-t’011 à l’infini i Mais cela même prouvera qu’etifin tout 
ce fyftême de lignes eft terminé par un Angle , & par un point 
indivilible. 

Pour le moins toutes chofcs ont leurs bornes précifes & indivi- 
fibles , c’eft-à-dirc , un point où elles commencent Sc où elles finif- 
fent , un premier Point , un dernier Point. 

C'eft ce que le célébré Al. Newton appelle la naiffance & l'évti- 
nouijjement. Il n’y a pas à chicaner : rien n’eft plus inconteftable 
ni plus indivilible que les bornes de toutes choies , que leur com- 
mencement 8C leur fin. 

Cij 


i o G éometrïe T ranfcenâante 

Peu importerait au refte qu’on ne pût pas divifer une chofe en 
Points indiviiiblcs , ni détacher d’une Boule fa furface , ou fon point 
de Contact avec une autre Boule. 

N’eft-ce pas même-là une preuve de fon indivifibilité qu’on ne 
puifle la détacher , c’eft-à-dire , la divifer ? Il eft de fait que quand 
nous touchons un Corps , nous ne touchons indiviiiblcmcnt que 
fa furface extérieure , fans coucher rien d’intérieur ; que nous ne 
voyons que cela ; que nous ne concevons même diftinctement 
que cela. 

Scroit-cc même dire quelque chofe de trop extraordinaire, 
que de dire que le Contact de deux Boules eft quelque chofe de 
réel & d’indivifible , qu’on ne peut divifer fans l'anéantir en fé- 
parant les deux Boules. 

Il n’y a point au refte de partie dans un Corps qui ne puifle 
devenir furface , de furface qui ne puifle fe changer en ligne ,dc 
ligne en point. Le Corps peut être terminé extérieurement à quel- 
que partie qu’on veuille alligner. 

Lorfqu’on transforme une Sphère en un Cube , la furface en 
devient plus grande , félon la doctrine des Ifopcrimetrcs : Si de mê- 
me quelques parties intérieures d’un Cercle deviennent extérieu- 
res Si linéaires , lorfqu’on le transforme en Parallelograme plus 
long que large: & plus il eft allongé Si rétréci r plus il a de con- 
tour, Sic. 

Un Principe Géométrique des plus féconds & des plus incon- 
tcftables , c’cft celui du Calcul Si de la Génération des Figures. 

Dira-t'on qu’un Rcétanglc n’eft pas produit par le gliflèment 
parallèle d’une ligne, le long d’une autre ligne? Dira-t’on que ce 
n'eft pas une ligne prife autant de fois parallèlement à elle- même , 
qu'il y a de points dans l’autre du Rectangle? Je ne dirai pas ce- 
pendant , qu’il ne faille une certaine force d’efprit pour ne pas le 
dire. 

Tout le Syftême de la Géométrie démontre les Points , & une 
forte d’indivifibilité réelle, comme une réelle diviflbilité dans d’é- 
tendue ; mais c’eft-là que doit éclater cette force d’efprit , à embraf- 
1er tout ce fyftême. 

Il eft tel ce fyftême , que quiconque l’embraflera avec un peu de 
vigueur , trouvera même dans la doétrine-des Incommenfurables, 
dont on s’eft conftamment fervi jufqu’ici pour établir ladivifibi- 
lité, Si pour proferire les points, une nouvelle Raifon pour ad- 
mettre les points & l’indivifibilité. 
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Pour le moins dans l’infini les Incommenfurables font Com- 
menfurablcs. On approche à l’infini de leur commune inclure , 
on la refierre entre des bornes aulîî étroites qu’on veut : il y en a 
donc une. Elle ne s'exprime pas en nombres , parce que les nom- 
bres lont ellentiellcment finis fie déterminez ; clic eft infinie fie in- 
déterminée. 

Mais fi on ne peut jamais parvenir à un point commun aux 
deux 1 gnes , il y a donc des bornes fie une barrière infurmonta- 
ble qui les fépare , 6c le point de féparation cft indivilible , eft un 


Ne pourrois-jc pas même entreprendre , en fuivant de près le 
fil du lyftême , de définir le Point ? Je ne parlerai pas trop clai- 
rement, je dirai pourtant quelque choie , fie j’occafionncrai quel- 
que penféc , lorfque je dirai que c’cft YEtre abforbé dans le néant. 

Je m’explique , quand ce devroit être par quelque chofe de plus 
obfcur : il faut toujours dire les choies obfcures , parce qu’avec 
fc tems quelqu’un pourra les éclaircir. 

Imaginons la furface d’un Corps : cette furface eft mitoyenne 
entre l’Etre fie le Néant : là finit le Corps , là commence le néant 
du Corps j ou pour mieux dire , là commence indivifiblcment l’être 
fie le néant du Corps j 8c ce que nous appelions furface , appartient 
autant au néant qu’à l’être ; c’cft le Contacl indivilible du néant 
fie de l’être. 


Ainfi toute partie d’un corps pouvant devenir furface , ligne Se 
point , toute partie peut être inveftie du néant , fie cela autant 
d’un côté que de l’autre. 

A ce compte on pourroit détacher les points l’un de l’autre , 
fie réfoudie la matière en points abforbez dans le néant. Quand 
je dis que je conçois cela , fie que c’eft-là qu’aboutit tout le fyftê- 
me de la plus pure Géométrie , je ne dis pas que j’oblige perfonne 
de le concevoir Se d’y foufcrirc. 



i°. Points inégaux. 


C ’Est- la le comble du Paradoxe j mais c’eft-là que le même 
fyftcmc aboutit aufli : un Cercle plus grand qu’un autre tou- 
che une ligne droite en un point , mais en un plus grand point. 
Une ligne qui en coupe une autre obliquement , ne la coupe qu’en 
un point , mais en un plus grand point , que celle qui la coupe 
perpendiculairement ou moins obliquement. 
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Car plus l’interfeckion eft oblique , plus le point d’interfc<ftion 
eft grand. Cela a-t’il befoin d’une démonftration exprefle ? Elle 
faute aux yeux. 

Dans un quarré qui a fa Diagonale , les lignes qui coupent un 
côté parallèlement à l’autre côté , coupent la Diagonale en autant 
de points ni plus ni moins; or la Diagonale eft plus grande que le 
côté ; donc les points d’interfc&ion lont plus grands. Ce ejutl fal- 
lût! démontrer. 

Dans un même Cercle tous les points font égaux ; mais dans une 
Ovale , dans une Parabole 8c dans toute autre Courbe dont la cour- 
bure n’cft pas par tout uniforme , tous les points font inégaux ; 8c 
une ligne droite qui touche ces Courbes luccdlivement en divers 
points , les touche en des points inégaux. 

Un Triangle, une Pyramide, un Cône qui vont en pointe, 
peuvent être regardés comme s’évanouilïant peu à peu en un point 
depuis la Bafe jufqu’à la derniere Pointe. 

Or dans les Cônes inégalement larges , la pointe eft plus ou 
moins accrée , 8c ils fe terminent 8c s’évanouiftent en un plus grand 
ou plus petit point. 

Les Géomètres au moins qui reconnoiftent des infiniment pe- 
tits de divers ordres , doivent reconnoître des Points inégaux ; 8c 
c'cft par-là que les infiniment petits l’emportent fur les purs indivi- 
fiblcs de Cavallieri. 

Dès qu’on fait tant que d'admettre des points , on eft forcé d'ad- 
mettre des Points inégaux , les uns plus grands que les autres , de 
même qu’on admet des lignes inégales , des furfaces inégales , 
des Corps inégaux. 

Les Géomètres , encore ici , ne font pas les feuls ; 8c tout ceci , 
quelque paradoxe qu’il paroifte , eft fondé fur les notions les plus 
limples 8c les plus communes. Dans l’ufagc ordinaire on admet 
des Points inégaux , des unirez plus ou moins grandes , des Tous 
de toutes les grandeurs : des Points qui Ce concilient avec l'éten- 
due , des Unitcz qui font fécondes en nombres , des Tous qui ont 
des Parties. 

C’cft l’idée du Peuple comme du Sçavant dans la Pratique, 8c lî 
l’on y regarde de bien près , tout ce que je demande ici , c’eft uni- 
quement que de la Pratique on veuille bien la laifter palier dans la 
Ipéculation. 
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LIVRE II. 

De l'Infini Métaphyfique. 

CHAPITRE PREMIER. 

Ctiuiluticn de P Indivifibilitc avec U Dmfiinlué. 

P OUR, introduire avec plus de facilité ces contradictions appa- 
rentes , de la Pratique dans la Spéculation , peut-être ne iaut- 
il que faire une petite diitinction déjà faite entre la Grandeur 
Géométrique 8c Continué , 8c la Grandeur Arithmétique 8c Dil- 
crete , entre la Divition 8c la Souftrattion , la Multiplication 8c 
l’Addition i 8c dire que la Divifibilité convient Géométriquement 
à l’Etendue, 8c que l'indivilibilité lui convient arithmétiquemenr. 

Ceci nous ramene aux incommenfurablcs ou aux Racines 
fourdes qui, fans aucune contradiction , font Géométriquement 
trouvables en lignes, en étendue , 8c introuvables Arithmétique- 
ment en nombres. Suivant cela la divifibilité cft abfoluë , intérieu- 
re , 8c propre de l’étendue : mais l'indivilibilité clt relative, acci- 
dentelle 8c extérieure. Mais tout cela a befoin de quelque dévelo- 
pcment. 

J’ai déjà remarqué que , de fa nature , le nombre cft borné , dé- 
terminé , 8c par-là indiviliblc au-delà d'un certain point. De foi le 
nombre io n’cft divilible qu’en io unitez , dont chacune termine 
la Divilion 8c eft indiviliblc. 

Cela fe voit encore mieux dans les Progreflions , qui font com- 
me l’cxpreüion de la nature intime des grandeurs Mathématiques. 
La Progreffion Géométrique , par exemple , i , t , ^ , ; , ; , 8cc. ex- 
prime la nature des grandeurs Continués 8c Géométriques , aux- 
quelles il eft eflèntiel d’être diviliblcs à l’infini par parties propor- 
tionnelles. 

La Progreffion Arithmétique z , i , o , au contraire donne d’a- 
bord dans le néant , dans le zéro , à caufe de l’indivilibilité de fes 
parties intégrantes purement arithmétiques , aliquotes , détermi- 
nées , immuables 8c indivifiblcs , qui n’ont aucun Rapport géo- 
métrique l’une avec l’autre. 

Tout le nœud confifte dans la nature même de ces deux Fro-’ 
greffions , dont l une procédé par pure fouftra&ion 8c l’autre pax 
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divifion , c’eft-à-dirc , par une fouftraétion ménagée. Cela nou* 
éleve plus haut. 

La fouftraftion 8c l’addition (ont de leur nature indiviiîbles , 
comme la Création êç l’Annihilation ou l'anéantiffèment ; au lieu 
que la Divifion 6c la Multiplication font continues , fuccefilvcsêC 
très-divifiblcs’, comme l’augmentation 6c la diminution , ou en 
quelque forte Yinttts-fufccption , la végétation , ôc le déperiflè- 
ment. 

A la vérité la divifion cft une cfpcce de Souftraction , propor- 
tionnelle 6c diviféc. Dans la Progrclîion Géométrique i , i , £ &c. 
on ote une unité du premier terme i , pour former le fécond ter- 
me i. Mais de ce fécond terme i , on n’ôte qu’une moitié potit 
former le troifiéme terme £ : ce qui rend la Souftra&ion lente , 6c 
en quelque forte éternelle. 

Mais dans la Pro^reffion Arithmétique î , i , o , 8cc, la Souf- 
traebion eft pure 8c tres-brufque ; on ôte i , du premier terme , pour 
former le fécond -, on en ôte indivifiblemcnt autant pour former le 
troifiéme , autant pour le quatrième, 8cc. On donne donc bien- 
tôt dans le néant, 

Quejlion CurUufe. 

O N fuppofe que Dieu anéantiiïe une chofe par parties propor- 
tionnelles , d’abord la moitié , puis le quart , puis le demi 
quart , Sec. Et c’cft un charme de voir les Philofophes fe chanter 
leur gamme à ce beau propos , l'un voulant que cet anéanriffement 

Î >roportionnel dure une Eternité , 6c l’autre que ce foie une affaire 
aite au bout de quelque tems. 

La difficulté vient de ce qu’on y confond fubtilemcnt les deux 
Progreflions en une , la Géométrique avec l’Arithmétique , en ren- 
dant la Géométrique , difcrctc ôc numérique , de continue qu’elle 
cft. 

Je conyiens que fi par intervalles , Dieu ôtoit la moitié , puis le 
quart, 8cc , il faudroitune infinité d’inftans, lcfquels étant déta- 
chez l’un de l’autre , de la maniéré donc nous le concevons , par des 
intervalles fenfibles & finis , feroient un tems infini 6c peut-être 
une Eternité ; je dis peut-être, car l’Eternité pour le dire en paf- 
fant , eft plufqu’infinie , elle cft infiniment , êcc infinie. 

il faut bien à la vérité une infinité d’inftans pour ôter la moitié, 
le quart , le demi quart d’une chofe. Il en faut autant qu’il y a dç 

parties 
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parties dans cette Progreflion j mais ce n’eft pas à dire que Dieu 
ne puifle ôter Sc anéantir toutes chofes dans un tems très - fini , 
aulh-bicn pour le moins qu'un Corps peut parcourir l’efpace d'un 
pied dans un tems très-fini , dans un tons auili fini que cet cfpace , 
proportionnel à cet cfpace. 

Car , comme cet cfpace contient une infinité de parties , la moi- 
tié , le quart , le Scc j de même le tems qui fuffic pour le parcourir , 
contient la même infinité de parties Sc des mêmes parties. 

L 'Achille de Zenon n’étoit pas plus invincible. Suppofons , di- 
foit-il , Achille Sc une Tortue placez à une Toifc de diftancc l’un 
de l’autre j Achille va dix fois plus vite que la Tortue ; mais il a 
beau aller après , il ne l'atteindra pas. 

Car, tandis qu’ Achille parcourt la Toife qui les féparc , la Tor- 
tue a fait la dixiéme partie d’une Toife en avant. Achille fait cette 
dixiéme partie de Toife ; mais , en attendant , la Tortue en fait 
la dixiéme d'une dixiéme , c’eft-à-dire , la centième i Achille fait 
la centième , la Tortue fait la millième. Achille ferre de près la 
Tortue y Zenon en convient ; mais il conclut qu Achille n’atteint 
jamais la Tortue , fie que le mouvement eft par conféquent im- 
polfiblc. 

A cet ingénieux Sophifme , Diogene oppofa un tour de prome- 
nade qu’il ne en préfence de Zenon. C’étoit là une réponfc ac fait , 
mais la réponfc de droit n’étoit pas fi facile à trouver. 

Toute l’Antiquité eût beau la chercher , 8c Y Achille de Zenon 
paflà pour invincible jufqu’au Célébré Grégoire de Saint Vincent 
qui , a l’aide des Progrefhons infinies dont il inventa la Science , 
trancha le nœud ou plutôt le délia -, car c’eft Diogene qui l’avoit 
tranché fans le délier. 


Grégoire de S. Vincent fit une diftinftion qui me paroît très- jufte, 
entre la Progrcfilon continué & la Progrcflion difcretc ; il fit voir à 
peu près , que le mouvement étant aulïi continu Sc fucceflif que 
j’efpace, ce n’étoit pas en quelque forte par fauts intercalaires , Sc 
par une efpece de divifion interrompue , mais tout de fuite Sc par 
un mouvement continu qu' Achille couroit après la Tortue , Sc ae- 
voit l'atteindre en un point qu’il aflïgna , Sc que nous verrons être 
la neuvième partie d’une Toife , en comptant depuis le Point d'où 
la Tortue eft Uippofée partir. 

Le dernier dénouement de tous les Sophifmesfcmblablcs, eft que 
le mouvement ne fe fait pas par fauts intercalaires , ni par nunierç 
Tome II. D 
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de divifion difcrete 8c détachée , mais par line efpece de défla- 
tion continue 8c fucceffîve , qui fe rapporte bien plus à l’indivifibi- 
lité Arithmétique de l’étcnduë , qu’à fa divifihilité Géométrique. 

C’cft comme fi on vouloir aflîgner tous les termes diftin&s de 
cette Progrcflion «,7,7,5, 8ccj on n’v réufîiroit pas. Mais rien 
n’eft plus facile que de les évaluer d'un fcul coup indivifiblc , en di- 
fant que tous ces nombres à l'infini font deux , ni plus ni moins, 
comme nous verrons bien-tôt. 

La progrcflion « , 7 , 7 , &c , eft bien , dans le fond , une Pro- 
grcflion Géométrique 8c continué 5 mais dans Ion expreflion nu- 
mérique , elle eft Arithmétique 8c difcrete. 


CHAPITRE II. 

Nature de f infini Métaphyjique. 

Q U’on ne me dife pas que j’entreprens quelque choie de bien 
difficile ; je le fixais mieux que tel qui pourroit le dire , puifque 
je l éprouvc depuis long-tems , 8c encore plus dans le moment où 
j’en tente l’exécution. 

Une chofc m’a enhardi à cette tentative } la maniéré , dans le 
fond , fimplc 8c facile dont les Géomètres manient l’infini dans 
leurs calculs , fans s’égarer , m'a fait penfer que cet infini pourroit 
bien n’être pas fi difficile à expliquer , ni fi peu à la portée ordinaire 
qu’on l’imagine. 

J’ai obfèrvé de près le procédé des Géomètres dans l’ufage qu’ils 
font de l’infini s 8c j’ai vu , je ne dis pas compris , mais vû que tout 
leur art , fondé uniquement fur les notions élémentaires de l’éten- 
due , 8c fur la diftinckion du Numérique 8c du Géométrique , fe 
réduifoit à traiter d infini tout ce qui eft Amplement Hétérogène , 
8c incapable d’entrer en comparaifon avec la chofe , par rapport 
à laquelle on le traite d’infini , 8c qui lui eft immédiatement fu- 
baltcrne } la Ligne relativement au Point , la furface relativement 
à la Ligne , le Solide relativement à la Surface , 8c l'Etendue en 
général relativement au Nombre. 

C'eft un fait que, pour prendre la partie infiniment petite d’un 
Cube , par exemple , défigné par x> , ils l’abaiflènt Amplement au 
Quarré x 1 , pour prendre l’Element infinitefimal du Quarré x l , 
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ilsl’abaiffènt encorcd’une dimenfion à la Ligne x ' , 8c celle-ci en- 
core au Point x°. • 

C’eft un fait que , pour remonter de l’infiniment petit au fini , ou 
du fini à l'infini , ou comme ils difent de l'Elément à fon intégral , 
ou à fon entier , ils vont de x° à x l , de x 1 à x'- 6cc. 

Autre fait : Ce n’eft jamais aux nombres , ni à rien de détermi- 
né , de confiant , d’immobile , d’indivilible qu’ils appliquent ce fyÊ 
tême pratique d’infini ; mais uniquement à l'Etendue 6c à l’Eten- 
due envifagée comme continue 2c fucccffive , changeante 8c indé- 
terminée , mobile , 8c dans un état de Divifibilité ou d’Extenfibi- 
lité, ou même de Divifion ou d’Extenfion acluellc , ou comme 
s’expriment fort énergiquement les Anglois, de fluxion , de naif- 
fance , à' évunouijfcmtnt , 8c en quelque forte de génération 6c de 
vie. 

Les nombres en effet font déterminez 6c précis , 6c par-là com- 
me morts 6c finis, 6c finis de la plus baffe efpcce, quelque grands, 
quelque petits qu’on les alligne. 

Il n’y a que le mouvement qui vivifie en quelque forte l’Eten- 
due, 6c qui lui donne l’efpecc d’infinité dont elle cfl fufceprible. 
Lui fcul la di vile 6c la rend féconde en cette infinie variété de for- 
mes , que nous admirons dans l’Univers. 

Lui feul la fait palier d’une nature à l’autre , en Franchiflànt en 

S juelque forte le trajet jufqu’ici incxpliquable du fini à l’infini. Lui 
eul la tient dans un état d’indétermination , 8c l’empêche de fè 
fixer à aucune Borne précife. 

Care’eltle repos feul qui borne , qui détermine , qui finit les 
chofes, 8c prefque les anéantit : ce qui , pour le dire en paflànt, 
confirme 8c démontre ce que j’ai dit ailleurs , que la Géométrie de 
l'infini , n’eft pas une pure Géométrie , mais toute Phyfico-Ma- 
thématique. 

Le grand défaut des nombres eft , qu’ils font tous Homogènes , 
comparables 6 C rationels, 6c que par exemple , le nombre j , fon 
quarré 9 , fon Cube 17 , 8c toutes fes Puiffànccs à l’infini , ont 
entr’elles des Rapports Arithmétiques d’excez 6c de différence , 
ou en général de quantité. 

Au fieu qu’une furface produite parle mouvement d’une Ligne 
fur une autre le plus fouvent incommefurable avec elle , différé 
de ces Lignes génératrices par la qualité , 6c n’a avec-elles aucun . 

Dij 
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rapport de quantité qui foit du reflort de l’Arithmétique vulgaire 
& numérique. 

Le procédé des Géomètres infinitaires , eft encore ici ma Ré- 
glé : comme x 1 eft chez eux 1 Elément de* 1 , 6c x' dex* , de mê- 
me x° , c’eft-à-dire , l'unité (carx°=i.) l’eftdex’. Or x* ex- 

{ irime le folide, x 1 la furfacc } x 1 la Ligne, 6c par confcquent x a 
e Poinr. 

Donc le Point 6 C l’unité Arithmétique font la même chofo. 
Donc le nombre eft la négation totale d’Etcnduë , ou l’Etendue 
abforbée dans le néant , ou tout au plus l’Eténduë naiffànte ou 
évanouiffante j conformément à ce que je difois tout à l’heure , 
que le uombre eft la plus baffe efpece de toutes les grandeurs , 8c 
J’infinimcnt petit de l’Etendue en général , dont effe&ivcmenr la 
plus pente portion contient toute l’infinité des nombres potlibles. 

Car il n’y en a aucun , auquel on puifle aba.ficr l Etendue , en- 
forte qu’on puiiïc dire qu’elle n’a qu’un tel nombre de parties , fi 
ce n’elt en la dégradant de toutes (es dimcnfions , 6c la réduifant 
au Point Arithmétique x'=i. Car alors ix°=i. }x c =j. 8cc. 
ce qui ne fait jamais une étendue ; mais un nombre , incapable 
d’atteindre , quelque grand qu’il foit , noii - feulement à la Li- 
gne ; mais meme au Point Géométrique. 

Mais comme tout ceci n’eft qu’une affaire de Rapport, les Géo- 
mètres prennent auffi , lorfque leur calcul l’exige, x* pour l’uni- 
té Géométrique , étendue , variable , 6c divifîble : 6c ils conti- 
nuent la progreffio i infinitefimale x ! , * l , x* , x° , à l’infini eq 
defeendanr tour de fuite de x® à x“‘ ou £de celui ci x- ou ~ 8tc. 

C’eft là-dcffùs précifémcnt qu’eft fondée la diftinéVion jufqo’icî 
fort mal expliquée de {'infiniment petit ou du uero , ou comme di- 
fontles infinitaires du relatif 6(. du zéro abjolu. Ce ne font que 

deux pointsde vue de la même chofc. 

Dans l’un , x° qualifié de zeroabfotn , eft pris numériquement 
comme indivisible , non étendu 6c abforbé dans le néant. Dans 
l’autre , le même x° fous le nom de zéro relatif ou d’infiniment 
petit , eft pris Géométriquement comme étendu , divifiblc 6c en 
quelque forte revivifié du néant , ce qui le rend fécond 6c même 
infini ôc infini à l’infini , en lui redonnant toutes les dimenfions 
de 1 Etendue la plus complette s de même qu’on ôte à x> toutes 
fes dimenfions , en le prenant Arithmétiquement comme un 
point indivifible. 
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Car , comme 011 poude le calcul infinitefimal au-deflous du 
Point félon la Progrcllion x' , x l , x ' , x° , x~ 1 , &c. de même on 
la poulie au-defl'us du folidc , félon x ° , x ‘ , x 1 , x’ , x* , x< , Scc. 

Ce uni fait voir que tout ceci n’cft , encore une fois, qu’une 
pure aflaire de Rapport , & que l’Homogeneïté ou l'Hcteroge- 
neïté feules caracfcnfent le fini ou l’infini. 

Rien n’eft plus fyftematiqlic au relie que cette idée: elle con- 
cilie toutes les idées reçues , en entante de nouvelles , fie expli- 
uc généralement , fi je puis ufer de cette cxprclfion , tous les 
henomenes de l’infini Géométrique. 

i°. Une ligne finie ajoutée ou ôtée à une ligne infinie , ne 
l’augmente ni ne la diminue : cela même répugne qu’on puiflè 
ajouter une ligne finie à une ligne infinie, ou l’en ôter. Or une 
furface , à laquelle vous ajouteriez ou vous ôteriez une ligne fim- 


à-dirc , une furface à une furface , l'augmente ou la diminue d’au- 
tant. 

3 0 . 11 y a des infinis plus grands ou plus petits , des furfaces 
plus grandes ou , &c. 

4 0 . Il y a des infinis de divers ordres , des infinis d’infinis. Le 
Corps cft infiniment infini pour la ligne, l’infini de l’infini de l’infi- 
ni du point , &c. 

5 e . Le fini eft infini & infiniment petit en même-rems: la ligne 
eft finie enelie-même, infinie relativement au point, infiniment 
p' titc, &c. 

6°. Il y a des points inégaux .comme il y a des lignes inégales, 
des furfaces inégales , des Corps inégaux , puifque le Corps même 
peut être pris pour un Point 

7 0 . Le divifible cft indivifible, & l’indivifible eft divifible. La 
furtace eft indivifible par rapport au Corps, & divifible par rap- 
port à la ligne. C’eft le zéro ablolu &lc zéro relatif. 

8 W . J’ai dit quelque part , que dans l'infini l’incommenfurable 
devenoit commcnfurablc, & le commenfurable incommenfurable. 
Deux lignes incommenfu râbles en devenant infinies , c’eft-à-dire , 
des furfaces , deviennent commenfurables ,& le Quarré de la Dia- 
gonale eft commenfurable, & le double précis du Quarré du côté > 
mais les Cubes en iont incommenfu tables. 


pie , nen fcroit m plus ni moins une lurtace, ni plus ni moins 
grande. 

a°. Une ligne infinie ajoutée ou ôtée à une ligne infinie, c’eft- 
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9®. Phenomene nouveau. Un nombre fini , un nombre même 
infini fie infiniment infini tant qu’on voudra , ajouté ou ôté à un 
nombre infini , laiilc un refte ou donne une fomme ni plus ni 
moins infinie. 

Je n’en dis pas allez: un nombre infini ôté en entier de lui-mê- 
me , ou ajouté en entier , le laiflè immuablement entier : le tout 
très-fimplemcnt fondé fur ce que l’Etendue & la plus petite Eten- 
due contient éminemment tous les nombres à l’infini de l’infini de 
Sic. 

La plus petite étendue peut en effet être divifée en un nombre 
précifemcnt le même des parties , que la plus grande ; je dis , le mê- 
me arithmétiquement , non géométriquement } le même pour le 
nombre, non pour la grandeur des parties. Eftr-ce la peine de fui- 
vrc ce détail ? Le fyftemc le contient Si l'indique aflez. 

Mais c’ell ce fyftême qu’il faut bien établir , non feulement à 
pofteriori , en expliquant les Phénomènes , mais à priori en l’expli- 
quant lui-même. Expliquer l'infini ! Cela paroît hardi , Si n'efl: 
pourtant rien déformais. 

Car , en faveur de ceux que cet infini révolte , j’avouë pref- 
qu’à ma honte , que j’avois eû une première penfée doter de la 
Géométrie cette pierre de fcandale , d’en bannir le nom Si d’en 
retenir l’idée fous le nom Si fous l’idée de ['Heterogene , qui feul 
effectivement a lieu fous le nom d’infini. 

Mais eft-ce la peine de fe broüiller avec les Grammairiens pour 
un nom ? Ce feroit même là , trancher le nœud : or il eft plus beau 
de le délier. Et comment foutiendrois je mon projet de mettre la 
Géométrie , fur-tout la haute Géométrie à la portée de tout le 
monde ? J’aurois pû à la vérité rendre raifon de l’innovation , Si 
bien expliquer cet Heterogene. 

Mais l’expliquer , Si expliquer l’infini , c’eft: la même chofe } 
puifqu’ils n’ont de different que le nom , Si tout au plus une pre- 
mière apparence. Ma manière même n’cft pas de rien proferire ; j’a- 
dopte volontiers au contraire tous les noms , toutes les penfées , 
tous les fentimens , tous les fyftêmes pour les concilier , en expli- 
quant l’un par le moyen de l’autre. 

C’eft: la Théorie que je dois déformais concilier ici avec la Pra- 
tique , afin de concilier tous les Efprits. 

Ce qui met jufqu’ici l’infini géométrique hors de la portée du 
grand nombre , eft; la contradiction manifefte qui cft entre le pro- 
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codé fie la fpéculation de la plupart des Infinitaircs. 

Leur main ne calcule que des infinis heterogenes , leur bouche 
ne pàrle que d’infinis homogènes. La Ligne infinie n'cft au bouc 
de leurs doigts qu’une furface ; au bout de leur langue c’cft une 
Ligne longue , longue , tant fie plus. 

Pour moi j’avois tou jours compris, fie je crois que c’cft l’idée or- 
dinaire , que l’infini n’avoit aucune reflcmblancc avec le fini ; fil 
n’a aucun Rapport , comment auroit-il de la rcflèmblance ?) fie 
qu’ainfi une Ligne infinie ne reflèmbloit point à une ligne , n’étoit 
point une Ligne. 

Je trouvois ridicule qu’on put paflèr tout de fuite , fie comme 
de plein pied du fini à l’infini , comme on paiïe du plus petit au 

{ >lus grand ; en forte que pour avoir une Ligne infinie, îlnefal- 
ut qu'ajouter enfcmble deux Lignes finies. 

Et ce qui achevoitde déconcerter dans mon Efprit ce Syftêmc 
de l’imagination , c’étoit qu’un Pafïàge fi facile fût fans retour , 
fie qu’il ne fût plus permis de rappeller au fini par fouftra&ion , 
ou par addition , un pareil infini formé tout à l’heure fous mes 
yeux par addition , ou par fouftra&ion. Je paflerois bien trente 
fi c cent Paradoxes à un fyftêmc de l’infini; mais je ne fuis pas d’a- 
vis de lui pardonner une feule contradiction. 

D’autant mieux que tout Ouvrage de l’imagination que ce fiftê- 
me peut être , il n’eft pas plus à fa portée pour cela. A la vérité 
les avenues fié les premières démarches en font faciles. On imagi- 
ne facilement une Ligne qui s’allonge de plus en plus à l’infini. 

Mais comme on fent bien - tôt que tous ces allongcmcns , des 
millions de fois réitérés, n’avancent rien; qu’on travaille fur un 
fonds inépuifable qui fe communique à l'excès , fans jamais fe don- 
ner ; que cette Ligne tirée de l’infini , fubfiftant je ne fçais où quel- 
que part , eft conllamment finie elle -même , 8c qu’en imaginant 
l’infini, on ne faifit jamais réellement que le fini: rien ne décon- 
certe , fie ne donne plus la torture à l’Efprit , que tous fes Eflors 
réitérez 8c très-vifs qu’il prend pour n’aboutir à rien. 

Il eft vrai que l’imagination n’en a jamais le démenti : elle ima- 
gine ce qu’elle ne conçoir pas , elle imagine même qu’elle le con- 
çoit ; 8c après avoir pouffé cette ligne hors de la portée des veux , 
fie l'avoir mife en train d’aller encore un peu par une efpece de der- 
nière impreflion qu’on lui donne , on ferme les yeux , on détourne 
la tête ; fie parce qu’on ne l’a pas vûë s’arrêter , on s’imagine que 
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de ce dernier coup le Pa Hage eft franchi , & l'infini bien épuifé. 

C’oft ici l 'Euridice des Poètes : que cec Orphit enchanteur tour- 
ne la tête , l’infini difparoît, Sc la Ligne rentre dans fes Bornes , fi 
toutefois elle en étoit (ortie , fi ce n’eft par une fi£tion. 

Sans tous ces efforts , qui n’impofent qu’à ceux qui croycnt que 
concevoir bien , eft la même choie qu’imaginer beaucoup , l’infini 

3 uc je préfente ici , n’a peut-être d’autre difficulté que fa trop gran- 
e facilité à être compris. 

Car il eft peu d’cfprits à qui une vérité trop facile ne foit fufpec- 
te , Sc l’infini plus que toute autre choie , paroît devoir coûter 
bien des rompemens de tête pour y atteindre. Je ne dis pas que 
celui-ci n’en ait point coûté ; mais enfin le voilà atteint , Sc il n’eft 
plus queftion que de s’en mettre en pleine poflèffion , après l’avoir 
une bonne fois diftinctement reconnu. 

Quelque facile que foit le point de vûë où je le préfente , il a 
pn foi tous les caractères , toute la hauteur de l’infini. On s’eft 
bien contenté jufqu’ici qu’une ligne devint infiniment longue, pour 
la traiter d’infinie i or une furface eft encore plus différente d’une 
ligne , que ne le feroit cette prétendue ligne infiniment longue ; ce 
ferait toujours une ligne ; elle ne différerait de l’autre qu’anthmé- 
tiquement, Se du plus au moins; une fimple addition ou fouftrac- 
rion les rendrait égales ; la diftërcnce n’en feroit qu’extérieure , fu- 
pcrficielle , accidentelle. 

Mais entre une ligne Sc une furface , la diftance eft la même 
qu’entre le néant Sc letre ; du côté de la largeur au moins il faut 

{ >affer du néant à 1 être , pour palier de la ligne à la furface : abfo- 
ument même la ligne n’eft point la furface , n’a point de furface , 
quoique la furface ait une ou plufieurs lignes ; par la raifbn que le 
plus a le moins , Sc que le moins n’a pas le plus. 

La différence de ces deux efpcces d’étendues , eft en effet Géo- 
métrique , fpécifiquc , intime , effentielle , fondée fur l’cflèncc mê- 
me , lur la qualité , fur la nature de la chofe. 11 faut une addition 
ou une fouftraétion compoféc , une multiplication ou une divilîon, 
une exaltation ou une extra&ion ppur franchir le Paflàge ; il faut 
même que le mouvement s’en mêle. 

Car comment multiplier numériquement , l’une par l’autre , 
deux lignes incommenfurables , telles que font le plus fou vent celles 
qui terminent une furface. Dernier cara&crc du vrai ; la difficulté 
eft dans la çhofe, U facilité eft dans le point de vûë où elle le préfente. 
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Il y a plus : non-feulement la di (lance eft plus grande entre la 
ligne fie la furface, qu’entre la ligne conçue comme finie fie la ligne 
conçue comme infinie , non-feulement la ligne conçue infinie eft 
toujours réellement finie , mais la diftancc entre la ligne & c la fur- 
face , eft l’unique véritable infini le plus rigoureux auquel il foie 
permis de prétendre ici. 

- C’eft une dernière conciliation que je dois faire entre les infi- 
nitaires 6c les anti-infinitaires. On ne le croiroit pas , ce font ceux- 
ci qui admettent théoriquement le vrai infini rigoureux qu’ils re- 
jettent dans la pratique [ fie ce font ceux-là qui rejettent dans la 
Théorie le vrai infini qu’ils admettent pratiquement : tant un (im- 
pie mal entendu a de pouvoir pour embrouiller les Sciences , fie 
pour brouiller les Sçavans. 

L’erreur commune aux deux partis , eft de regarder l’infini rigi- 
de comme quelque chofc de dévclopé, fie une ligne infinie com- 
me aétucllemcnt étendue à l’infini. 

Là-deffus les anti-infinitaires , qui fentent bien que ce dévelo- 
pcment eft une illufion , contraire même à la nature de l'infini , 
cflcntiellcment concentré dans fon envelope , fie inépuifablc en 
quelque forte dans fa mine , concluent que s’il ne peut y avoir d’au- 
tre infini , il n’y en a point du tout. 

Les infinitaires renverfant le point de vue , fie fentant bien qu’il 
y a une forte d’infini , dans les chofes qu’aucun dévelopemcnc 
n’épuife , concluent que , ce qui eft envelopé pouvant fe dévelo- 
per , un envelopcment infini peut fournir non-feulement à un , 
mais tout court un dévelopemcnt infini. 

Les premiers tranfportcnt le fini , de Yaffe à la Puijfiwce com- 
me on dit j fie les derniers tranfportent l’infini , de la Puiflànce à 
î’A&e. 

Pour les mettre donc d’accord , il n’y a qu’à leur faire faire atten- 
tion, que l’infini en Puiflànce eft le véritable infini a&uel ; qu’à la 
vérité une furface n’eft pas infinie en genre de fu rface , mais en genre 
de ligne , fie que c’eft une ligne véritablement infinie. 

Qu’eft-ce que l’infini en queftion ? C’eft ce qui n’a point de fin , 
qui ne s’épuife point , ce qui n’eft point déterminé , mais variable à 
l’infini. 

Or une furface , conçue en mouvement fie en action de fc di- 
vifer , de s’allonger , de fe dévcloper , ne finit point , ne s’épuife 
point , ne fc détermine, ne fe fixe jamais. 

Tome U. £ 
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Un peloton de fil qu’on dévelopc & qui cft enfin tout dévclopé, 
eft un fil fini } un peloton qu'on dévcloperoit fans fin , feroit feul 
un fil infini. Donc. Ce nu il fallût! démontrer. 

Je ne m’arrête point-la , l’eflor que j’ai pris m’entraîne : étoit-ce 
bien la peine de fe mettre en de fi grands frais , pour n’aboutir qu’à 
une condufion féchement Géométrique ? Et n’y a-t’il dans le mon- 
de qu’une forte de véritez à concilier ? L’infini que je viens de fai- 
fir , dans l’inftant que je l’ai faifi , a difparu à mes yeux Sc ne m'a 
laifTé qu’une ombre d’infini. 

Je l’ai vu de trop près , je le connois trop pour m’en laiflèr 
impofer. Se peut-il qu’il y ait un véritable infini , dans des cho- 
fes dont les Bornes reelles & le néant fe manifeftent , même à nos 
fens & à notre imagination.? 

Non non , l’Etcnduë la plus complète dans fes Dimenfions , la 
mieux afïorrie de dimenfions les plus tranfeendantes , le .v" 1401 , 
comme le x* ou le , n’ont droit d’impofer qu’à une ima- 

gination infinitiéme elle-même , qui s’épuife à courir après une il- 
lufion qui la joue. 

Qui dit infini ~ dit quelque chofè d’abfolu 5 or cet infini ne s’eft 
préfenté à nous que comme un rapport. Quelle étrange chimcre 
d’infini qui eft en même tems infini , fini , infiniment petit ? Dans 
Ion point de vûë même le plus infini , il n’cft infini qu’en puif- 
fance : & encore qu’elle efpece de PuifTàncc ? Puifanct pajfive coût 
au plus , Pojftbilité, Capacité. 

Nous l’avons déjà vû : de foi l’Etendue eft inanimée , finie , & 
comme anéantie dans fes Bornes indivifibles. C’cft le mouvement 
ou plutôt l’Auteur feul du mouvement , qui à l’aide de ce mou- 
vement la vivifie en Eftre , la divife , & l’enrichit d’une infinie 
variété de Formes , capables tout au plus de réveiller en nous l’idée 
de la Puiflànce , feule véritablement Sc abfolument infinie , qui 
de rien a fait toutes chofes. 

L’éccnduë cft donc infinie en ce feul fens qu’elle fe prête indif- 
féremment , indéterminément à l’infinité de divifions , de varia- 
tions Sc de formes que Dieu peut y introduire ; Sc tout le calcul 
Géométrique de l’infini ne roule fur l’étendue , que relativement 
à cette infinie diverficé de formes Sc de natures , dont elle eft fuf- 
ceptible entre les mains de cette puiflànce infinie. 

Ceux qui ont traité de fpéculation frivole 8 c inutile cette Géo- 
métrie Tranfcendante , ne l’avoicnt pas apparemment fuivie juf- 
qucs-là. 
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RECAPITULATION ET CONCILIATION 

De U Phjfiquc & de la Métaphyfique de P Infini. 

C E fyftême de l’infini ne peut fans doute monter plus haut , 
mais il peut dcfccndre plus bas, & il le doit pour concilier 
tous les efprits. 

Car ce qui cara&crifc un fyftême vrai , c’eft à l’exemple de la 
SagelTc éternelle dont toute vérité eft une émanation , d’atteindre 
depuis la Théorie la plus élevée des Sçavans, jufqu’à la plus iîmplc 
Pratique des Efprits vulgaires, s'infinuant dans ceux ci avec dou- 
ceur , comme il entraîne ceux-là avec force. 

Mon but préfent , eft de concilier l’infini Phyfiquc avec le Mér 
taphyfique , de de montrer que , fur quelque pied qu’on prenne l’in- 
fini , il lera toujours l’objet de la Géométrie de du calcul qui vont 
fuivre. 

Car , quoique l’idée d’une ligne infinie , envclopée dans une 
furface foit allez à la portée de tout le monde , j’avoue cependant 

3 ue le fyftême de l’imagination , c’eft-à-dire ,dc la foule étant celui 
'une ligne dévelopée à l’infini , ce point de vûë , fi d’ailleurs il écoic 
exact , accommoderait mieux le grand nombre. 

Or , de même que l’infini Métaphyfique qui eft l’ombre du Théo- 
logique , eft l’objet de la Géométrie Tranlcendante de purement 
fpéculative , de même l’infini de l’imagination , qui eft l'ombre du 
Métaphyfique , ic dis même plus, l’infini Phyfique de fenfiblc .qui 
eft l’ombre de celui de l'imagination , paraît être l’objet d'une Géo.- 
métrie fimplc , populaire de ufuelle. 

11 l’eft fans difficulté , de les à peu près g radiers dont on le con- 
tente , de dont on peut ôc on doit même le contenter dans la prati- 

3 uc , ne font que des infinis de la plus balle efpece , fort éloignez 
'atteindre à ceux de l’imagination. 

Je porte la choie plus loin s de puilque l’infini le plus Métaphyw 
fique n’eft qu’une affaire de rapport qui le rend tantôt infini , tan- 
tôt fini , de même infiniment petit , je prétends que l’infini Phy- 
fique eft , dans fon point de vue , très-rigoureufement Métaphy. 
fique. 

Tout confifte à bien difeerner la nature des Rapports qui ca- 
ra&erifent l’mfini. Peutrêtre qu’à ne comparer les chofes qu’en- 

Eij 
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tr’elles , & Etendue à Etendue , la Surface eft le vrai infini de la 
ligne. Mais fi dans la comparaison on fait entrer l’efprit , l'ima- 
gination , les fens , les facultcz qui en décident , il ne faudra pas 
aller chercher l’infini fi loin. 

Car encore même la Surface n’eft une ligne infinie , que dans 
le point de vue pii tout cela fc préfente , & relativement à notre 
maniéré de concevoir , 8c à notre cfprit toujours borné , à quelque 
degré de Théorie qu’il s’élève. 

Car de prétendre qu’il y a , là même , l’ombre d'infini pour 
un Efprit plus parfait 8e fur tout pour Dieu , de prétendre qu’il 
ne connoît point le paflige 8e qu’il n’y a point ac pafiige pour 
lui de Tune à l’autre , ce (croit prendre l'Ombre pour le Corps» 
fouftraire la Créature au Créateur , 8c oublier que cet infini n’ell 
qu’un Rapport , 8c que pour nous-mêmes , iL eft. fini dans tout au- 
tre point de vue. 

Cela fuppofé , l’infini dont il eft queftion , ne fera donc que Yin- 
eonccvablc , {'inimaginable , l 'mdevinable , Y inexplicable , Yindifcer- 
nable , Yinvijible , Yinfenfble , l’ impalpable Y infurmantahlc , Y infai fa- 
ble , Yimpdfjtble , &c. 

Et généralement toutes les extrêmitez qu’aucun Paflàge ne lie, 
toutes les choies qui font abfolument difproportionnées , Hétéro- 
gènes , 8c qui ont entr'eücs , comme la Surface 8c la ligne t le Rap- 
port ou la difproportion de l’Eftrc avec le Néant , font relativement 

6 par conféquent aufli abfolument, aulîi Métaphyfiquemcnt infi- 
nies , ( que cette f trrface 8c cette ligne. ' • ■ 

1 Suivant cela , il' y a autant de degrez d’infini qu'il y a de degrez 
de Bornes , non- feulement dans les chofes qu’on compare , mais dans 
ceux mêmes qui les comparent , qui les apprétient 8e qui leur don- 
nent en quelque forte l’être objectif 8c la nature Spécifique. 

Ainfi ce qui eft infini polir l’un , ne le fera pas pour un autre. 
Ce qui étoit autrefois infini , ne le fera plus aujourd’hui. Cequi 
eft incompréhenfible 8c infini en difficulté pour un petit cfprit , 
nelc fera pas pour un génie élevé. Un poids de je livres fera infini 
pour un enfant de deux jours , ou pour un paralytique fans ac- 
tion : à meliire qu’on fe perfectionnera , bien des infinis difparoî- 
tronr. Combien le Microfcqpé & les Lunetes n’en ont -ils pas fait 
centrer dans la claflè des finis l 

Un Ephemere , petit infeéte qui n’a que cinq à fix heures de vie, 
trouvèrent la nôtre infinie , comme nous trouvons la fienne infi- 
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fiiment petite : & il peut y avoir tel infecte qui dans la durée fu- 

g 'tivc de ce que nous appelions un inftant indivifiblc, compte de 
ngs momens d’ennui. 

Ûn Cartefien trouve le Monde infini. Tel autre Philofophc le 
trouve infiniment petit , 8c bien fiîrcmenr , fi l’on démontroit , 
ce qui ne fe fera pas fi-ïôt , que ce monde eft infini pour nous , on 
n’auroit pas démontré pour cela qu’il fut infini en foi. 

C’eft comme fi le Point raifonnoit , ôc qu’il conclut qu'une ligne 
de deux pieds eft infinie abfolument , parce qu’elle le feroit pour 
lui. Si le monde eft infini pour nous , qui nous a dit que nous ne 
fommes pas nous-mêmes des infiniment petits ? 

Mais tout cela n’cft qu’illufion , 8c n’a de réel 8c d'abfolu que le 
Rapport ( 8t devant Dieu , tout infini difparoît ; 8c le monde en- 
tier n'eft à fes yeux , comme dit l’Ecriture , qu’un néant , tan- 
guant nihilum ante te. 

Voilà donc tous les infinis conciliez , & par conféqucnt tous 
les efprits réconciliez à la Géométrie de l’infini. Chacun prendra 
l’infini fur k pied qu’il voudra , le Calcul infinitefimal ira fon train. 
Il va bien fon train dans le plus fimplc ufage de la vie , où nous 
avons vû dans la Phyfiqne de l’infini , que cette Géométrie & ce 
calcul avoient lieu à tous momens. 

Pourquoi s’en faire accroire, 8c par une fotte vanité borner les 
fciences , en excluant ceux qui pourroient les perfectionner ? Les 
efprits les plus populaires font d’autant plus à portée de la Géo- 
métrie de l’infini , qu’étant pins bornez , il y a plus d’infinis pour 
eux. Entendez parler le Peuple: les cheveux de la tête font infi- 
nis , tout nombre qui paflc mille eft innombrable , toute Monta- 
gne touche le Ciel , toute queftion eft infoluble , toute , 8cc. 

Or en groffilîànt le nombre des Géomètres infinitaires , j’étends 
auffi la Géométrie de l’infini } 8c en la conciliant avec tous les E C- 
prits , je la concilie avec toutes les Sciences , aufquelles on peur 
appliquer fès Principes 8c fes procédez , foit à caufe des rapport» 
qu’ont entr’cox les objets de ces Sciences , foit à caufe de leur 
Hétérogénéité 8c de leurs difproportions , qui nous les font à tou» 
momens traiter d’égaux 8c d’inégaux , de femblables 8c de diûêm- 
blables , de finis 8c d’infinis, les uns relativement aux autres. Se- 
roit-ce bien la peine de s’alcmbiqucr à tous ccs Principes 8c à ce» 
Procédez de l’infini , pour les borner enfuitc uniquement à de» 
lignes 8c à des furfaccs ? 
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Qu’on ne craigne au refte aucune erreur, d'une Géométrie ou 
d’un Calcul , fondez fur un infini que nos Bornes rendent tel. 

Car i 11 faudrait donc renoncer à tout calcul & à toute Géo- 
métrie de l’infini. 

i Q . Tout l'ufage de la vie roule là-deflu*. 

j 9 . 11 faut bien diftinguer entre le faux & l'imparfait , entre 
l'erreur pofitive & la fimple ignorance. 

Dans l’ufage au moins une erreur tout-à-fait infenfible , n’eft 
point une erreur dont on doive s’embaradèr. Mais ce n’en eft 
point une non plus dans le raifonnement , qui eft alors tout au 
plus un raifonnement borné , comme il l'cft toujours eflenticlle- 
ment , plus ou moins ; mais qui n’eft point faux , étant félon no- 
tre idée & félon le point de vûë de l’objet , s’il n’eft félon l’idée 
& la nature complété des chofes , qu'il appartient à Dieu feul de 
voir intuitivement & abfolumcnt , fans aucun rapport aux cir- 
conftanccs , ou fans que ces Rapports accidentels lui en faiïcnc 
méconnoître l'cftèncc & la nature propre & fpécifique. 

On fera peut-être bien aife de voir dans le Plan fuivant , le ré* 
fultat de tout ce que nous venons de dire fur l'infini. 
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QUARANTE-QUATRIEME TRAITE’ 

DE GEOMETRIE. 

LA G EO METRIE DE L'INFINI. 

Son Hijloire Abrégée. • 

B Ien des gens croycntquc la Géométrie de l'infini , ne roule 
que fur l’infini même , 6c en particulier fur les infiniment petits. 

Le célébré M. Newton lui-meme dans fes difpures avec M. Lei- 
bnis a remarqué , que ce n’écoic-là qu’une branche de la nouvelle 
Géométrie , & que les Stries ou Progrefifions infinies en étoient une 
autre branche , non moins confidérable. 

L’ancienne Géométrie même faifilfoit ces deux Branches } êc de 
tout tems l’infini s’eft préfènré aux Géomètres , dans deux points 
de vûë , dont celui des Progrciîions eft même le principal fie le plus 
ancien. 

C’eft-là que l’infini fe montre d’abord comme dans le lointain , 
au bout d’une infinité de termes qui décroilïènt en Proportion 
Géométrique ; un , une moitié , un quart , un demi quart , ôte. 

Mais , lorfqu’à l’aide de ce progrès , l’efprit a comme atteint à 
cet infini , il le faifit , s’y attache , s’y fixe &ie contemple déformais 
en lui-même , fans aucun rapport au progrès qui l’a enfanté. Ces 
deux points de vue, dans le fond inféparables, ne font que celui ; 
de la divifibilité Sc de l’indivilibilité de l’étendue. 

Les Anciens plus aufteres ou plus timides , ne laiffoient pas d» • ’ 
faire quelques façons d’admettre cet infini j & fi dans le fond ils en 
adoptoient l’idée, ils en fupprimoient le terme, auquel ils fubfli- 
tuoient celui d’une quantité moindre qu’aucune quantité donnée. 

Qu’on ôte plus de la moitié d’une quantité donnée , dit Euclidt , 

& que du relie on ôte plus de la moitié , & toujours plus de la moi- 
tié de ce qui relie, à fa fin on arrivera à une quantité plus petite 
qu’aucune quantité qu’on ait pû alfigner. 

Arcbimtde de même inferit & circonfcrit un Quarré à un Cer- 
cle ; à ces Quarrez il fubllituc des Oélogoncs qui font moins diffé- 
rens du Cercle ( aux Octogones des Scxdccagones , & toujours des 
Polygones d’un plus grand nombre de cotez ; jufqu’à ce qu’enfm 

Jeut 
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leur différence d’avec le Cercle , foie plus petite qu'aucune quan- 
tité qu’on ait pu alligner. 

Tel étoit le procédé circonfpeôk des anciens Géomètres ; tel , 
dis-je , il étoit en apparence : car au fond cette quantité moindre 
qu’aucune quantité donnée , déterminée , & ajjignablt , étoit réelle- 
ment variable , indéterminée , indéfinie ; & un véritable infiniment 
petit , nul, &c fur le point de fon évanouiffement . 

Pour le voir clairement, il n’y a qu’à remarquer la différence 
que toute l’ancienne Géométrie &c Archimcde même , mettoit en- 
tre la méthode d ’ approximation £c celle qu’on appclloit d 'exhauf- 
tion , c’eft-à-dire , d’epuifement. 

C’eft par approximation que ce grand Géomètre de Syracufe trou- 
va, par l’infeription &c la circonlcription d’un Polygone de 96 co- 
tez au Cercle , que fa Circonférence étoit un peu plus du triple de 
fon Diamètre , fans pouvoir dire au jufte de combien elle furpafloit 
ce triple! ce qui eut donné la vraye Quadrature du Cercle. 

Mais c’étoit par Exhauftion parfaite , que les mêmes Anciens dé- 
montroient que le Cercle fèroit égal à un Triangle redangle , qui 
auroit pour un côté le Rayon , &c pour l’autre côté la Circonfé- 
rence. 

Car inferivant & confcrivant à l’infini des Quarrez , des Penta- 
gones , des Héxagones , des Eptagones , des Octogones , &c. au 
Cercle , ils faifoicnt voir que toujours ces Polygones , étoient égaux 
à un triangle reétangle , qui avoit pour un coté la Circonférence 

pour l’autre le Rayon. 

D’où ils concluoient tout bas que le Cercle étoit le dernier , l’in- 
finitiéme de ces Polygones , vrai Polygone lui-même d’une infinité 
de cotez ; & tout haut , qu’il étoit comme les autres , égal au Trian- 
gle, Sic. 

Les Anciens connoifïoient donc ce double Principe de l’infini , 
Sc ils ne laiifoient pas d’en faire un aflcz bon ufage : mais ce n’étoit 
chez eux qu’un principe fimple , comme indi vifible , & envelopé , 

3 ui ne formoit point lui-même de Théorie, ni de véritable corps 
e Science de l’Infini. 

Il étoit réfervé aux Modernes de pénétrer en quelque forte dans 
l’intérieur de ce Principe , de l’ouvrir , de le dévcloper , d’en tirer 
une infinité d’autres Principes, de Vues, de Propofitions, de Corol- 
laires i & de l’ériger en une Science complété , Si même en un 
Art régulier & tout-à-fait tranfeendant. 

Tome II. 


F 


4 1 G éométrie Tranfcendante. 

Les Progreffions font le point de vûë primitif de l’infini , étant 
celui de la Divifibilité de l’étendue: les Anciens les avoient entre- 
vues s Torricelli fut parmi les Modernes le premier qui les vit 5 il en 
donna le détail d’un petit nombre de Propofitions. 

Mais c’eft le célébré Grégoire de faint Vincent , qui fc rendit 
plein poflèflcur de toute cette vafte 8c fublime fcicnce que IVallit 
réduiut auffi tôc,c’eft-à-dire,peu d’années après,en un Art 8c en un 
Calcul que bien de grands hommes , entr’autres Meilleurs Newton 
8c Leibnitz, ont fort perfectionné depuis ce rems-là. 

Ils y ont ajouté auffi celui des infiniment fetits que C avait ieri 
8c le même Grégoire de faint Vincent , moins fcrupuleux que les 
Anciens , avoient ouvertement introduits dans la Géométrie s ce- 
lui-ci fous leur propre nom , 8c celui-là fous celui des indivifi- 
bles , qui font le fécond point de vue de la chofe : voyons tout cela 
d’une manière un peu moins hiftorique. 


LIVRE PREMIER. 

La Géométrie des P r ogre fions. 
CHAPITRE PREMIER. 

Des Pngrcjjiini Jtmfles ér linéaires. 

I L n’eft guéres queftion ici des Progreffions ou Sériés afeendanies y 
dont les termes vont toujours croiiïànt à l’infini , comme i , i , 
3,4, f , 6 , 8cc s ou même i , 1,4, 8 , 1 6 , &c. 

11 eft vifible que leur fomme ,8c même leur dernier termepafïè 
toutes les bornes , 8c eft infini non-fenlement dans l’expreffion , 
mais même réellement 8c en effet , à moins que par ce» nom- 
bres 1 , î , 8cc , on n’entende des quantité! infiniment petites , 
defqueiles la fomme infinie ne ferait alors qu’une quantité finie. 

Car dans une étendue d’un pied, par exemple, il eft réel qu’il 
y a un nombre innombrable de parties , 8c que cependant tout 
ce nombre infini de parties ne fait qu’une étendue d’un pied. 

Y a-t’il même de nombre , dont une étendue infiniment pe- 
tite ne foit fufceptible ? Non fans douce 5 mais ce n’cft pas de ce» 
Séries qu’il eft queftion. 

Il eft queftion des Défendantes , qui regardent la Divifibilité 
plutôt que l'extenfibilité des chofcs, 8c qui s’expriment non par 
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des nombres , mais plutôt par des Fractions j comme la Progref- 
fion Géométrique 7 , ; , j , ii > ; ou l’Arithmétique j , \ , ^ } , \ , 

Scc. 

Or pour en renfermer toute la Théorie en peu de mots , je la 
réduis à cette différence cilcnticllc qui eft entre ces deux fortes 
de Progreflîons, dont la Géométrique fe faifant par Divifion , eft 
toujours réellement finie , quelqu’inlinie quelle paroifTe & qu’elle 
le foie dans fou exprdlion. 

Au lieu que la Progreffion Arithmétique qui fe fait par une 
fimple addition , pafïè toutes les bornes , Se eft infinie en effet 
comme dans fon exprdlion. Ce Principe a befoin d’explication. 


i°. Des Progrejftons Géométriques. 

J E prends un demi pied , un quart de pied , un demi quart , 
8c toujours à l’infini la moitié de ce qui refte : il eft évident 
qu’après avoir épuifé cette Sérié fous-double , je n’ai jamais pris 
qu’un pied ; parce qu’un pied contient fa moitié , outre cela fon 
quart , outre cela fon demi quart , Scc : Sc qu’en prenant ainfi , 
avec mefure 8c proportion , la moitié de ce qui relie d'un pied , 
la divifion ne fort jamais de l’étcnduë de ce pied , 8c ne fait tour 
au plus que l’épuifer. 

Ce feroit le même fi on prenoit les trois quarts d’un pied , en- 
fuite les trois feiziémes, 8c toujours à l’infini les crois quarts de ce 
qui refte : à la fin, ou pour parler jufte, à f infini , il ne refteroie 
plus rien. Dites le même de ces Sériés f , 77, 777, Scc. ou * , ~ , Scc. 
ou|,£,8cc, ou £,£,8cc, oui.i.Ôcc. 

Elles font toutes égales à C unité , par exemple, à un pied, dont 
on ne prend jamais , fi ce n’eft à l’infini , le refte entier, mais qu’on 
réduit à un refte infiniment petit , c'eft-à-dire v qui eft nul à l’infini. 

Remarquez que , dans chacune de ces Sériés , le Numérateur eft 
toujours le même , tandis que le Dénominateur croît en raifon 
Géométrique -, ce qui fait décroître chaque terme en même raifon. 

Car les Dénominateurs croiftànt , les Fra&ions diminuent , lors- 
que d’ailleurs le Numérateur eft immuable. 

Mais remarquez fur-tout que dans chacune de ces Sériés, le Nu- 
mérateur eft toujours moindre d’une unité, que le Dénominateur 
ou Expofanc de la Série. Car fi c’eft la Scrie des tiers , les Numéra- 

Fij 
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teurs font 1 : Si c’étoit celle des centièmes , le Numérateur feroit 
99 ; & la Sérié feroit , ôte. 

On pourroit à la vérité confiderer les Sériés 7, 5, 77, &tc-, ou 

Ts ’ 6+ > &CC; dont les Numérateurs font toujours l’unité. Mais 
alors ces Séries n’épuiferoient pas l'unité , ou ne lui feroient pas 
égales, 6t par exemple, 7, 7 , 77, ôte, ne vaudroit que la moicié 
d’un pied ; au lieu que 7 , 1 , £ , Ôte , qui eft double , puifque tous 
les Numérateurs font doubles, vaut un pied entier. La raifon en 
eft claire. 

Lorfquc je ne prends d’abord qu’un tiers de pied , j’approche de 
la moitié, mais je n'y atteins pas: il s’en manque un demi tiers, 
un fixiéme , ou j. Or je ne prends enfuite que 7, c’eft- à-dire , un 
neuvième qui eft moindre que 7, car le tiers du tiers eft moindre 
que le demi tiers. , 

Je n’atteins donc pas encore à la moitié du pied , il s’en manque 
un dix-huitiéme j ce qu’on connoît en réduifant j ôt f au même 
Dénominateur 54. Car 7=77 = ^: 8t Or enfuite, 

an lieu de prendre ce dix huitième , je ne prends qu’un vingt-fep- 
tiéme ôt toujours de même -, ce qui m’approche du demi pied 
à l'infini , mais ne le parte jamais. 

De même 7,77, 77, ôte, ne vaut qu’un tiers. 7, 77,777, &c, ne 
vaut qu’un quart. Et toujours la fomme d’une Sérié defeendante 
eft ur e Fraéiion , dont le Dénominateur eft moindre d’une unité 
que celui du premier terme de la Sérié. 

A nfi la Sene des moiticz;-, 7, p, Ôte , = 7^7 = 7 = t. Celle 
des tiers 7, 7, &c, = 777 = 7. Celle des quans eft = 7. Celle des 
cinquièmes = 7. Celle de? dixiémes = 7. Celle des centièmes 

■n,te t . 

Tout ceci ne doit être qu’effleuré d’un coup d'œil par le com- 
mun des Lcétcurs, ôt même par tout le monde dans une première 
fit fécondé lcéhire. JLes fpéculatifs pourront y trouver du fonds, 
s’ils veulent y revenir Si s’y arrêter , félon leur goût & fans fe gê- 
ner. 

Tout le fecrct confiftc à comprendre, que la Progreflîon Géo- 
métrique n’indique qu’une divinon , qui a rapport à ladivifibilité 
de l’étendue , laquelle divifibilité eft infinie quelque petite que 
ptiirtc être cette étendue. 

De forte que de quelque maniéré que fe farte la divilion , pourvû 
qu’elle aille par parties proportionnelles , elle ne fait qu'épuifer , à 
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l’infini , le Tout auquel elle fe rapporte , fie dont elle prend , du 
premier coup , au moins la moitié. 

Ainii f , &c, qui prend tl’abord la moitié de l’unité , épuife 
fie égale l’unité. Mais 7 , £ , r? , qui ne prend pas d’abord la moitié 
entière , mais qui en prend plus de la moitié de la moitié , fe rap- 
porte feulement à cette moitié qu’elle épuife & égale , 8cc. 


i°. Des P rogre fiions Arithmétiques. 

L Es Progrcflions purement Arithmétiques , comme celle des 
Nombres naturels ou des Fractions naturelles 7 , 7, f » 7 , j , ücc, 
celle des impairs f, f , f , &c c, ont une fomme infinie ; parce 
quelles croillènt fans melure , fans proportion , fie par addition 
plutôt que par divifion. 

Pour fentir la différence des deux Progrcflions , il faut remar- 
quer qu’à la vérité dans la Progrellîon Géométrique f, f , f, ficc, 
il faut pour en avoir la tomme , ajouter f à f ce qui fait f ; aulqncls 
il faut enfuite ajouter j , ce qui fait \ , ou fept demi quarts -, ajouter 
enfuite , ce qui fait } enfuite ~ , ce qui fait if. 

Mais comme on n’ajoute jamais enfemble , que les parties de la 
même unité , & qu’on lui rend en quelque forte fon bien , la 
fomme ne fait qu’en approcher ik. tout au plus l’atteindre , fans ja- 
mais l’exccder. 

Au lieu que dans la Progreflïon Arithmétique f, -, i f, fi^c, 
l’addition qu’on fait de tous ces nombres ne fait qu’accumuler 
nombre fur nombre, unitez fur imitez. 

Car f Se f font ~ , aufqucls ajoutant i , on a ff qui exccde l’unité ( 
car V7= i -+77 : de forte que cette fomme fort des bornes de l’u ni- 
té , fie en fort à l’infini -, puifque , fi on continué de faire l’addition , 
on trouvera qu’un certain nombre de ces termes étant ajoutez , 
forment de nouvelles imitez, fie qu enfuite un nouveau nombre 
forme de nouvelles imitez : or cela ne finit pas. La fomme cft donc 
infinie , puifqu’elle contient une infinité d’unitez. 

La Progreflïon Géométrique s’accroît fie fe nourrit , en quelque 
forte , de fa propre fubftancc ; au lieu que l’Arithmétique groflit 
d’une fubftance étrangère. 

Pour achever de le bien comprendre , remarquez que , fi d’tme 
étendue d’un Pied, on prenoit d’abord la moitié; euluitc le tiers 
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de ce qui refte , c’eft-à-dirc , le tiers de la moitié ou le fixiéme 7 i 
enfuite le quart de ce qui refte , c’cft-à-dire , le quart d’un tiers , ou 
77 , un douzième t enfuite le cinquième de ce qui refte , c’eft-àdire 
77 un vingtième ; & toujours à l’infini des parties de ce qui refte , 
fans jamais prendre le tout , alors la fomme n’excederoit pas l’unité, 
mais tout au plus l'égaleroit. 

Parce que la Progrcflion Arithmétique 7 , 7 , ^ , j , 8cc , fe trouve 
alors changée en ~ , 7 , ■— , ^ , 8cc , qui eft dans le fond une vérita- 
ble Sérié Géométrique , dont les termes font relatifs 8c proportion- 
nez l’un à l’autre 8c au Tout ; puifque le fécond n’eft pas fimple- 
ment le tiers tout court ou le tiers du tout , mais le tiers de ce qui 
refte , le tiers de la moitié , c’eft-à-dire , le fixiéme , 8tc. 

Remarquez que cette Série 7 , 7 > 77 » & c > peut s’écrire ainfi Jf* , 
îfi > jS , , ce qui fait voir qu’elle n’eft qne le produit de la Série 

7 , f , 7 , j , &c. multipliée par la Sérié 7 , 7 , -j , 7 , 8cc , multipliée , 
dis-je , terme à terme , c’cft-à-dirc , le premier terme de l’une par 
le premier de l’autre , le fécond par le fécond , le 8cc. 

Cela paroîtra merveilleux qu’une fomme infinie multipliée par 
line fomme infinie produife une fomme finie : mais cela meme con- 
firme que la fomme de 7 i 7 , ôcc , eft infinie j puifque dans la mul- 
tiplication les F radions diminuent, 8c diminuent par conféquenc 
à t’infini , lorlque la multiplication eft infinie. 

Car plus les Fraftions multipliées font grandes, plus leur pro- 
duit doic être petit : il doit donc être infiniment petit par rapport 
à elles , lorfqu’elies 8cc. 


}°. Des Progrçjjions Géomcirico- Arithmétiques. 

Es deux Progreffions peuvent régner en même tems dans la 
r même Sérié , l’Arithmétique dans les Numérateurs , la Géo- 
métrique dans les Dénominateurs , comme 7 , 7 , 7 , 7 , ' 4 - , 8cc -, ou 

- * - - 
1 > x > 4 > t * vvv * 

Or la fomme de la première eft infinie , 8c celle de la dernicre 
eft finie ; par la raifon générale qoe la Progreffion Géométrique 
l’emporte fur l’Arithmétique, a des progrès plus rapides qu’elle, 
8 c décidé par conféquent de la nature des Fra&ions , qu’elle rend 
plus petites fi elle eft au Dénominateur, plus grandes fi clic eft au 
Numérateur j je dis, fuppolé que les deux Progreffions commen- 
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cent par les mêmes termes , ou à peu près par les mêmes. 

Cela eft évident : car fuppofant que 1 & i , font les deux pre- 
miers termes de ces Progrdîions, il faut multiplier le fécond par 
lui-même , ce qui fait 4 , & le divifer par le premier 1 , ce qui ne 
change rien j & donne 4 en effet pour troiiîéme terme de la Pro- 
greflion Géométrique 1,1,4, & c - 

Au lieu que pour la Progreflion Arithmétique , il faut ajouter le 
fécond terme 1 à lui-même , ce qui fait 4 , 6c en ôter le premier 
1 i ce qui laifle trois pour le troiiîéme terme de la Progreflion Arith- 
métique 1 , 1 , 3 , &c. 

Ainfi la Progreflion Géométrique eft 1, 1,4,8,16, &c t 
tandis que l'Arithmétique n’eft que 1 , 1 , 3 , 4 , j , &c. Celle- 
là laifle donc celle-ci fort en arrière. 

Or cela convient à toute Progreflion Géométrique i par exem- 
ple 1 , 3 , 9 , 17 , &c , comparée à toute Progreflion Arithmétique 
correfpoudante 1 , 3 , j , 7 , &c j ou même comparée à toute Pro- 
greflion Arithmétique. 

Car les progrès de la Géométrique font fi rapides que quelque 
avance que puiflè prendre l'Arithmétique , pourvu que les avances 
ne foient pas infinies , que tôt ou tard la Progreflion Géométri- 
que l'atteindra & la furpaflèra. 

Par exemple , la Progreflion Géométrique 1, 1,4, 16,31, 
&c , furpaflèra dès le terme fuivant la Progreflion Arithmétique 
1 , 31 , 6 3 , &c , laquelle l’atteint dès fon fécond terme. 

Car le fuuéme terme de celle-là eft 64 , au lieu que le troifiér 
me de celle-ci n’eft que 6i , &: pour peu qu’on y fixe fon atten- 
tion , on verra bien diftinâement que cela doit être ainfi , pat la 
nature des deux Progrdîions. 

II eft donc vifible que dans la Progreflion f, KJ, y, ■£, &c , 
les Dénominateurs Géométriques 1 ,1,4, 8 , ficc , l’emportent 
bien -tôt fur les Numérateurs qui ne croiflcnt qu’Arithmétique- 
ment ; 8c qu’ainfi la fomme de ces Fraftions , n’eft pas fi grande 
qu’on le crotroit d’abord : mais qu’en renversant Us Fractions , la 
wmme de 7, f , | &ç , eft infinie. 

Car tous les termes en font au moins égaux à l’unité ( puilquc 
7= 1 , 7= 1,7 = 1 -+7 ,7 = 1, &c. Ôr une infinité d'unitez 
font un nombre infini , ou pour parler jufte , font l’infini tout 
court , font quelque chofe de fupérieur à tout nombre , en un 
mot d innombrable. 


4 8 


G éometrie Tranfcendante. 


4 q . Application à l' Achille de Z^enon. 

C Ommh ce n’eft point ici un ouvrage de détail , je me con- 
tenterai d’appliquer cette Théorie à un fcul exemple que (a 
célébrité rend Curieux. 

Achille va dix fois plus vîte que la Tortue i mais celle-ci a dix 
lieues d’avance fur celui-là : Acnille a donc beau courir après la 
Tortue , jamais il ne l’atteindra. 

Les Anciens à qui Zenon propofa ce fophifme , étoient bien éloi- 
gnez de pouvoir le réfoudre d’une manière précife 8 i démonftra- 
tivc. 

Grégoire de S. Vincent fut le premier qui s’apperçût ici qu'il y 
avoit une Progreffion Géométrique , dont la fomme étoit finie , 8 c 
qui fçût déterminer cette fomme. 

Tandis qu’Achille parcourt les dix lieues , la Tortue en parcourt 
une , difoit Zenon -, tandis qu’Achille parcourt cetcc lieuë , la Tor- 
tue parcourt la dixiéme partie d’une autre lieuë ; tandis qu’Achille 
parcourt cette dixiéme partie, la Tortue parcourt une centième 
partie , St ainli toujours de dixiéme en dixiéme. 

Or cela ne finit pas , concluoit cet ingénieux Sophifte. Mais 
c’eft-là que notre fublime Géomètre l’arrête tout court , 8 i lui fait 
voir le point précis où fon Achille atteint la Tortue. 

La Tortue parcourt i Sic ; tandis qu’Achillc par- 
court io,t, Sic. Or la première Progrclnon eft égale à 

^ ou dix-ncuviémcs j c’cll-àdire ,à|-+5=iSiÿ,Scla féconde 
«= 10 — f = 1 1 Si Car fuivant le premier article de ce Chapi- 
tre — — - &c * — — - — ■ — ■ i 

io> IOO > looo > . * . . 10-1 V 

Ainfi tandis qu’Achille parcourt onze lieues Si la neuvième 
partie d’une lieuë , la Tortue parcourt i lieuë Si ~. Les voilà donc 
au même point. Car ils étoient éloignez de dix licuës en com- 
mençant s outre cela la Tortuë a fait une lieuë 8 c Or Achille 
a fait dans ce tems là 1 1 Si £ , c’eft-à-dire , io -+ i -4 j, c’eft- 
à-dirc , enfin les dix licuës qui lui manquoient , Si le furplus d’une 
lieuë 8 c un neuvième qu’a fait la Tortuë. 

if 

CHAPITRE 
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CHAPITRE II. 

Des Progressons planes eu folides ; ou du progrès des Figures. 

L Es Progreffions précédentes , font plutôt numériques que 
Géométriques 5 il n’y a de Progreffions véritablement Géo- 
métriques que le Progrès des Figures, par exemple, d'un Trian- 
gle ou de toute autre Figure qui , fc terminant en pointe ou en 
un point à fon fommet , va depuis ce fommet en s’élargiiïànt fé- 
lon le progrès de les Ordonnées. 

Or ce progrès eft different dans les diverfes Figures. Dans le 
Triangle , par exemple , ( Fig. i.) on peut regarder le point A où 
il prend naiffance , comme zéro ; & enfuitc les Ordonnées DE , 
FG , qui marquent les accroiffèmcns de la Figure , comme les 
termes d’une Progreffion qui commence par zéro : ou bien , allant 
de V vers A , les Ordonnées forment une Progreffion defeendante 
qui le termine par zéro , ou , ce qui va au même , par l’unité Arith- 
métique au point A. 

Dans la Parabole de même ( Fig. i.) les Ordonnées OP, I K , 
forment une Progreffion defeendante qui a pour dernier terme 
Zéro ou l’unité Arithmétique au point H. 

Mais la Progreffion triangulaire eft fimplc , au lieu que celle 
de la Parabole eft doublée ou plutôt fous-doublée ; puifque dans 
le Triangle les/ font comme les x ; c’eft-à-dire, les Ordonnées font 
comme les Ablciffes : au lieu que dans la Parabole les yy (ont comme 
les x , c’eft-à-dire , les Quarrcz des Ordonnées font comme les 
limples Abfciflès. 

Il femblc donc que, pour évaluer une Figure, il n’y ait qu’à 
évaluer le progrès ou la Progrejfion de fes Ordonnées. Il n’y a que 
cela en effet j mais ce n’cft pas une petite affaire. 

Grégoire de S. Vincent , qui le tenta le premier avec une force de 
génie , & même avec des fuccès qu’on ne peut fc laffèr d’admirer , 
en fentit toute la difficulté , & n’en fut point déconcerté. 

Il vit bien la grande différence qui eft entre les Progressons nu- 
mériques dr linéaires du Chapitre précédent & les Progrès Géométri- 
ques dr continus d’une Figure Plane ou folidc , dont les Ordonnées 
contiguës fe furpaffent d'un Progrès infiniment petit , qu’aucun 
nombre ne fçauroit exprimer; tout nombre étant cflèntiellement 
fini & déterminé. 

Tome II. 
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Ce célébré Géomètre tenta toutes les voyes. D’abord il entre- 
prit d’appliquer les Progreflions numériques 6c linéaires aux Fi- 
gures Planes 6c folides. Ï1 prit ( Fig. préicd.) une ligne AV , HX, 
qu’il partagea par la moitié , par le quart, par le demi quart &c, 
ou bien par le tiers , le neuvième , le &c i en un mot lelon telle 
proportion qu’on peut imaginer : &c aux points de divifion il éleva 
des Ordonnées DE , PG , ècc , ou IK , OP , dans la même ou telle 
autre proportion fimple ou compofée des Abfcifles. 

De force que le lieu de ces Ordonnées , c’eft-à-dire , la ligne 
ADF, ou HIO , qui pafle par leurs extrêmitez .cft tantôt une ligne 
droite , tantôt une Parabole , tantôt toute autre ligne Courbe , con- 
formément au Progrès relatif des Coordonnées. 

Car fi les Ordonnées font comme les Abfcifles , c’eft-à-dire , fi 
l’Ordonnée DE , par exemple , cft la moitié de FG , comme l’Abf- 
eifle AE cft la moitié de AG ; qu'au tiers , au quart , à telle autre 
aliquotc de l’Abfcifiè réponde le tiers , le quart , ou telle autre ali- 
quotc pareille de la plus grande Ordonnée , la ligne AF fera une 
ligne droite , qui atteindra depuis la plus grande jufqu’à la plus 
petite Ordonnée A — o, &c qui déterminera par conféquent les 
deux extrêmitez de cette Progrefiion infinie. 

Au lieu que , fi les Ordonnées IK , OP font , dans leur pro- 
grès , comme les Racines des Abfcifles correfpondantcs , la ligne 
Parabolique HIO fera l’expreffion de cette Progrefiion &c en dé- 
terminera toutes les Bornes. Car dans la Parabole le Rapport des 
Coordonnées eft “ ou pjr : x , & par conféquent : V x. 

Mais , en évaluant cette Progrefiion d'Ordonnées , on n’évaluë 
pas toute la Figure ; puifqu’cllcs ne la rempliflènt pas. Ainfi , après 
avoir épuifé ce point de vue , &c réfolu par ce moyen bien de beaux 
Problèmes moins rebelles que celui de l’évaluation , c'eft-à-dire , 
de la Quadrature des Figures , Grégoire de S. Vincent tenta une nou- 
velle voyc & mic la chofe dans un autre point de vue. 

Il remarqua que le défaut des Progreflions numériques étoit , 
d’être linéaires 6e difcrctcs ou détachées ; 6c que , pour évaluer un 
cfpace de deux ou trois dimenfions , il falloir que les Ordonnées 
qu’on évaluoit , eufl’ent les mêmes dimenfions. 

Il imagina donc de ranger ( Fig. 3 .^ 4 .) fur une ligne ED , ou 
ML , divifée à fa fantaifie , une Sérié de Quarrcz , de Cercles , ou 
de toute autre cfpece de Figures, telles qu’en les évaluant ont pût 
évaluer la Figure GED , ou CML dont elles fuivent le Progrès. 
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Cette ingenieufe idée fournit encore une belle Théorie à ce génie 
fécond en découvertes. 

Mais elle ne lui donna pas l’achcvement du grand Œuvre qu’il 
méditoit. 11 s’apperçût bien-tôt que ce Progrès de Figures déta- 
chées ne s'élevoit pas au-dclïùs des Progrefftons diferetes , numéri- 
ques & linéaires j & qu’on pouvoit l’évaluer , fans conféquence 
pour la Figure qu’elles ne rcmplillbicnt qu’à demi , laillànt toujours 
une infinité de Triangles , lelquels , dans les Figures Courbes au 
moins , font comme impoflibles à évaluer quoiqu’ils forment une 
Progrelfion allez régulière, mais le plus fouvent tout -à- fait in- 
connue. 

Tel eft à peu près le plus haut point où je crois qu’ait pu monter 
la Théorie des Progrelfions , lcfquclles , de quelque nom qu’on les 
qualifie , ne font jamais que numériques , &c par conféquent très- 
incapables d’atteindre pleinement au progrès véritablement Géo- 
métrique & continu , c’eft-à-dire , lent & infiniment petit des Fi- 
gures , fi ce n’eft peut-être en les rendant infinies. 

C’eft donc aux infiniment petits mêmes , aufquels aboutillcnc 
toutes les Progrelfions , qu’il faut recourir pour épuilcr ce Pro- 
grès : c’eft le fujet du Livre fuivant. 


LIVRE IL 
Géométrie des infiniment petits. 
CHAPITRE PREMIER. 

Ses Principes. 

C ’Est précifément à Cavaüieri , & à Grégoire de faint Vincent 
parmi les Modernes , que nous devons , je ne dis pas l’Art 
& le calcul , mais la Science & les principes Géométriques de l’in- 
fini. 

Cavallieri n’y fit pas tant de façons ; & , prenant les chofcs en ri- 

£ eur , il pofa pour fes principes, que le point étoit indivifible 
îs aucune dimenfion ni étendue ( la ligné compofécde ces points 
& fans largeur i la furface «mvpofée de ces lignes & fans épailfcur; 
& le Corps compofé de ces furfaces , & ayant îès trois dimen fions. 

11 eft bien certain que , fi ce célébré Géomètre le fût contenté 
de propofer ce principe fans en faire des applications heureulcs 

Gij 
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8c d'ailleurs éprouvées, on l’eût uni verfellemenc rejetté, & peut- 
être fans retour. 

La plupart le rejetterent en effet. Mais en faveur de plufieurs 
véritez anciennes aufquelles il aboutiffbir , comme les Principes 
les plus rigoureux 8 c les mieux reçus , quelques Géomètres ne 
laiflerent pas de lui faire grâce 8c de l’admettre même , mais rare- 
ment , fobrement , 8c avec des précautions infinies. 

11 faut tout dire -, une demie vérité eft toujours fufpc&e , & peut 
devenir quelquefois une dangereufe erreur ; 8c malheureufement , 
des infiniment petits , Cavallieri n’admettoit que la moitié la plus 
Paradoxe 8c la moins aflortie aux idées de la foule. 

Grégoire de faint Vincent fut plus heureux ou mieux avifé , il 
prit la chofe dans un point de vue plus Géométrique , plus con- 
forme à la Géométrie ancienne , 8c qui coneilioit les deux Pro- 

f trierez inféparables de l’Etendue , la divisibilité 8c l’indivilibi- 
ité. 

Le terme d’infiniment petits qu’il employa ne révolta perfon- 
ne , parce qu’il le fixa à exprimer une quantité plus petite qu'aucune 
quantité ajftgnable , SC qu’il le faille régulièrement au bouc d’une 
Progrdfion infiniment décroiflànte dont il alligna le dernier ter- 
me , par exemple i en faifant voir le point précis auquel Achille 
atteignoit la Tortue. C’eft ce dernier cerme qu’il prit pour un in- 
finiment petit , 8c pour un dernier élément de la grandeur en 
voici tout l’artifice. 

Comme en divifant (Fig. yj une ligne AB, en parties proportion- 
nellement décroifTantes , par exemple, f,i,j,8cc, on arrive enfin 
à une partie bB , par exemple , plus petite qu’aucune qu’on ait 
pu déterminer , c’eft- à -dire , aufiî petite qu’on veut , c’cft cette 
partie excellivement , infiniment pccite , que cet Auteur prend 
pour modèle d’une nouvelle Divilion qu’il fait en parties aiiquo- 
tes Ab , bb , bb , 8cc. toutes égales à la partie bB , toutes infini- 
ment petites. 

Car , quoique la figure n’en reprefente que quatre 8c qu'elle 
les reprefente allez grandes , c'cft à l’imagination de faire fon de- 
voir, d’en multiplier le nombre à l’infini , 8c d’en diminuer l’éten- 
duë d’autant. Ce n’eft pas aux yeux , c’cft à l'imagination , c’cft 
à l’cfprit , c’cft à des hommes que je parle. 

Maintenant imaginez une ligne courbe ou droite quelconque 
AaaC , 8c une infinité de perpendiculaires AE ,bS,BC , élevées 
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par les points de Divifion de la ligne AB , avec d’autres Ec , eo , 
6cc , qui les travcrfent perpendiculairement. 

Ce font les Parallélogrammes inferits bbaa , 6c les circonfcrits 
Abae , bbat , bBcs , fur lefquels nous devons déformais tourner no- 
tre attention , aulii-bien que fur les Scgmens ou élemens Aba 
bbaa , bBCa , de la Figure. * 

Car chacun de ces Parallélogrammes , & chacun de ces Seg- 
mens , en genre de Figure Plane cjui a deux dimenfions , eft in- 
finiment petit , éc peut être regardé comme une ligne ba fans lar- 
geur j puifque fa largeur bb eft infiniment petite , évanouilTante 
& nulle. 

Ainfi fbur évaluer la Figure entière ABC A, renfermée entre 
la courbe AaC , 6c les droites Coordonnées AB , BC , il n’y a 
qu’à prendre la fomme des Elemens Aba , bbaa , 6cc. lefquels au 
refte forment une Progreilion ou plutôt un Progrès Géométrique 
& continu , le même que celui de la Courbe. 

Or au lieu de ces Elemens Curvilignes ou Mixtilignes , on peut 
regarder la Figure ABC , comme compofée des Parallélogram- 
mes inferits bbaa , ou des circonfcrits bbat ,6c en prendre 1 T fom- 
me qui ne diff ère de celle des Elemens mixtilignes que d’une gran- 
deur infiniment petite , ou moindre qu’aucune grandeur aliéna- 
ble. 

Car le Parallélogramme AbsE , eft égal à la fomme de tous les 
petits Parallélogrammes Abae , aoat , aaCs , comme on le voit allez. 
Or le Parallélogramme AbsE , ayant une largeur Ab infiniment 
petite , 6C une longueur AE ordinaire 6>C finie, eft infiniment pe- 
tit en genre de Parallélogramme. 

Ainli les Parallélogrammes inferits font infiniment peu diffè- 
rens des circonfcrits ; 6c à plus forte raifon , les Scgmens Aba , 
bbaa , &c , qui tiennent le milieu entre les uns 6c les autres, en 
font infiniment peu differens , 6c peuvent être cenfcz les mêmes. 

Tel eft le principe fondamental de toute la Théorie 6c de l’art 
même de l’infini. Archimède 6c toute l’antiquité l’avoit fuppofé : 
Grégaire de faint lancent eft le premier qui l’a diftinélcment failî 
& érigé en dogme , dans les Lemmes préliminaires de fa multipli- • 
cation des Plans. 

M. Newton l’a aulfi donné en Lemmes , à la tête de Ion ou- 
vrage des Principes Mathématiques de la Philofophic naturelle ; 
Ouvrage excellent , qui roule en effet tout entier là-deffus. Il 
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ne s’agit plus que de voir le fyftême entier de cette Géométrie des 
infiniment petits. 

Remarquez au refte , dans le Principe de Grégoire de faint Vin- 
cent , les deux proprictez de l’étendue , la divifibilité 8c l’indivifi- 
bilité , conciliées d’une manière indifloluble , 8c tout le fyftême des 
infiniment petits de divers ordres. 

Car , félon cet Auteur , le Parallélogramme AbsE , tout infini- 
ment petit qu’il cft , eft égal à une infinité de Parallélogrammes 
Abu , aoat , 8cc , dont chacun cft infiniment petit par rapport à 
lui. 

D’ailleurs comment cet Auteur confond-il enfcmblc 8c traitc- 
t’il de Géométriquement égaux, les Segmens bbaa, les Parallélo- 
grammes inferits bboa, & les circonfcrits bbat, s’il ne regarde les 
Triangles mixtes aoa , Sc même les Parallélogrammes août , comme 
infiniment petits par rapport à ces Segmens, 8c à ces Rectangles 
inferits & circonfcrits , qui font eux-mêmes infiniment petits par 
rapport à la Figure entière. 

Dans ceux-ci la Figure réduite à AE a perdu une dimenfion , 
8c n'eft plus qu’une ligne fans largeur: dans ceux-là elle perd en- 
core une dimenfion, 8c ce ne font plus que des points fans au- 
cune étendue. 


CHAPITRE II. 

SjJlème Géométrique des Infiniment petits. 

T Out ce fyftême roule fur les Progrès infiniment petits des 
lignes , des furfaces , des Corps , 8c de toutes fortes de Figu- 
res 8c d’étendues. 

Ces Progrès qualifiez généralement à'Elemens , d’après Caval- 
lieri , ou & infiniment petits d’après Grégoire de faint Vincent , font 
appeliez fpécialemcnt Différences par les Allemands , les François , 
8c la plupart des Géomètres de l’Europe d’après M. Leibnitz, ,• 8c 
Fluxions par les Anglois d’après M. Newton. On voit la Raifon 
des deux premiers noms. 

Le nom de Différences , qu’on donne aux Progrès infiniment 
petits d’une ligne ou d’une Figure, vient de ce qu’en effet une 
Etendue qui s’aggrandit ou qui diminue par degrez , ou dont on 
confidérc lucceiîivcment les Progrès , Diffère en quelque forte à 
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chaque inftant d’elle -même par ces Progrès infiniment petits ou 
inftantances. 

Par exemple , dans la Figure précédente , les lignes Ab , Ab , 
&c, différent l’une de l’autre de la petite ligne bb, laquelle eft par con- 
féquena la différence de la ligne AB, c’eft à-dire, l'excès dont on con- 
çoit qu’elle s’accroît à chaque inftant , lorfqu’on la tire de A vers B. 

Les Anglois appellent cela Fluxion ,à caufe du mouvement de 
la plume ou en général du Point , qui décrit cette ligne en gliflànt , 
en coulant ( Fluendo ) fur le Papier. 

Les petits Parallélogrammes bboa , ou les Segmcns bbaa , font 
suffi les Fluxions ou les différences , ou les Elemens , ou les infini- 
ment petits de la Figure entière ABC. 

Cette Figure entière par rapport à fa différence , s’appelle fon in- 
tégrale , ou fon entier en ftile ordinaire : les Anglois l’appellent 
Fluente. Et de même la ligne entière AB eft l’inrcgrale ou la fluente 
de la différence ou de la Fluxion bb. 

Ainfi pour prendre Géométriquement la différence d’une ligne 
AB , il n’y a qu’à prendre une petite portion Bb , ou bb , qu’on 
conçoit infiniment petite ( 8c pour prendre l’integrale d’une diffé- 
rence bb , il faut prendre la ligne entière AB. 

De même pour prendre la différence d’une Figure ABC , il faut 
fur deux points b , b , de la ligne AB des Abfciflès , élever deux 

K rpendiculaires ba,ba , 8c l’efpace renfermé bbaa , ou le Paralle- 
gramme bboa , fera l’Elcment différentiel de la Figure , laquelle 
en eft l’intégrale. 

La différentielle d’un Solide , eft une furface qui a une épaif- 
feur infiniment petite ; 8c ce corps en eft l’intégrale. 

Pour prendre la féconde différence de la Figure ABC , il faut 
non-feulement que la largeur bb , ou ao , foie infiniment petite , 
mais auffi la longueur oa , ce qui donne aoat , qui eft la différence 
de la différence ou la fécondé différence de ABC. La première 
différence eft l’intégrale de la féconde , 8c c. 

Mais le vrai nœud de ce fyftême Géométrique , confifte dans 
la diftinckion de ce qu'on appelle des quantitez confiantes ou va- 
riables. 

On appelle confiante une ligne , une grandeur qu’on conçoit 
comme immuable 8c toujours d’une même Etendue , fans qu’il 
foit queftion de là fluxion ou de fa différence : au lieu qu’on ap- 
pelle variables ou changeantes , celles qu’on confidére dans un état 
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de Progrès & de changement , ou dont on confidére les Progrès 
ôc les variations. 

En un mot , une ligne , une grandeur confidéréc en voye de 
génération , cft variable ; mais celle qu’on confîdére dans fon état 
de confidence , eft confiante. 

Par exemple , ( Fig. 6.) dans le premier Parallélogramme ABCD, 
u’on conçoit comme formé par le gliiïcmcnt de la ligne AD , qui 
c tranfporce parallèlement à ellc-meme , de AD en ad , enfuite en 
bc , en BC ; la différence en cft le petit Parallélogramme abcd , ren- 
fermé entre les deux lignes ad 8 c bc , l'un des deux cotez de ce petit 
Parallélogramme eft conftant, fçavoir ad, 8 c l’autre variable fça- 
voir de. 

Ou plutôt dans cette génération la ligne AD qui gliffe , cft 
toujours de même longueur, au lieu que la ligne DC fur laquelle 
elle gliflc , s’allonge fucceffivement , 8 c eft tantôt Dd , puis De , ÔC 
enfin DC. Ainfi celle-ci a une différence de ; l’autre n'en a point. 

Mais (Fig. 7 J dans le fécond Parallélogramme HEFG , qu’on 
conçoit fe former comme par un gonflement , 6 c par le Progrès de 
fes deux dimenfions qui font d'abord Gf, Gi -, enfuite Ge , Gg -, en- 
fin GH, GF, les deux cotez font variables ; 6 c il faut y avoir égard 
pour prendre la différentielle complète de la Figure. 

Car cette Figure cft d’abord Gfoi ; enfuite Gebg , laquelle furpaflè 
G foi , des deux Parallélogrammes fero , opgi , 8 c du troifiéme roph : 
mais celui-ci ne mérite aucune attention ; parce qu’il eft infiniment 
petit par rapport aux deux autres qui ne le font que par leur lar- 
geur , au lieu qu'il l’cft par fes deux dimenfions. 

De forte que la différentielle d’un Parallélogramme , dont les 
deux cotez font conçus variables ,confîfte en deux Parallélogram- 
mes dont l’un trof a pour un côté tr = Gi ,&C pour l'autre fe , dif- 
férence de Gf; 6 c dont l’autre opgi a pour fes cotez oi , ig , donc ce- 
lui-ci eft la diff’ rence du fécond côte variable ci a= Gf. 

Si les deux cotez HG , FG , étoient égaux , 8 c que la Figure 
HE , FG , fut un quarré , alors les deux différentielles feroienc 
égales. 

On comprend bien que, la différentielle d’un folide,qui croît 
de la même maniéré en tous fens , 6 c félon fes trois Dimenfions va- 
riables , eft triple ; 6 c que fi c'eft un Cube , les trois différences font 
égales. 

Remarquez cependant que dans un Triangle comme GFE , 
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( F ig. précéd, ) ou même fi la ligne GE étoit courbe , la différence 
élémentaire feroit le feul oigf , quoique les deux Coordonnées Gi , 
io , foient variables ; parce que ces Figures allant en pointe , une de 
leurs dimenfions eft comme étranglée 8c , en quelque forte , anéan- 
tie à demi. 


RECAPITULATION 

De la Géométrie ér de toute la Science de l'Infini. 

L A Science de l’Infini , livrée jufqu'ici prefqu’aux feuls Phi- 
iofophes , plus Métaphyficiens que Géomètres , méricoit , çç 
me femble , tous ces éclairciflcmcns , 8c en mérite fans doute en- 
core de plus grands ; car j’ai vifé par tout à la brièveté. J’ai ce- 
pendant tâché à ne rien obmettre d’un peu eflèntiel. Trois choies 
me parodient ici de conféquencc. 

La première eft une affaire d'œconomie , que j’ai ménagée en 
faveur de ceux que l’idée feule de l’infini révolte , 8c qui , dès 
qu’on leur en parle , commencent par dilputer 8c dire qu'il n’y 
en a point , ou qu’au moins nous ne le connoillons point 8c n'en 
avons aucune idée , fur laquelle il nous foit permis de raifonner. 

C’eft pour les apprivoiler au moins , que je leur ai préfenté d’a- 
bord l’infini Phyfique, 8c que je leur ai fait voir qu’abfolument par- 
lant on pouvoir réduire l’infini à l’infenfiblc , dont au moins ils ne 
nieront pas qu’ils n’ayent l’idée 8c qu’il n’exifte , 8c que la Géomé- 
trie n’en foit naturelle 8c familière à tous les hommes. 

La fécondé chofe confiftç , dans la conciliation métaphyfique 
de l’indivifibilité numérique avec la Divifibilité Géométrique. 
Tous ceux qui admettent les infiniment petits , doivent admettre 
cette double propriété de l’Etendue. 

Mais tout le monde doit l’admettre, 8c la divifibilité pure n’cft 
pas plus foutenable que la pure indivifibiliré. Il eft auflî Géométri- 
quement démontré qu'il y a des points , qu'il l’eft que la matière eft 
aivifible à l'infini ; 8c cette divifibilité à l’infini , eft aulïi bien dé- 
montrée que ces points. 

Cela paroît contradicloirc , je l'avouë : mais une contradi&ion 
apparente ne peut tenir contre des démonftrations Géométriques j 
8C il en réfulte tout au plus que nous avons l’cfprit foible 8c bor- 
Tome II. H 


y 8 Géométrie TranfcenJante. 

né ; chofe qui n’eft nullement paradoxe , 8c qui n’en (croit que 
mieux prouvée , fi nous l’ignorions ou fi nous refufions d’y fouf- 
crire. 

Enfin la troifiéme choie qui mérite ici d’être bien remarquée , 
c’eft la diftin&ion Géométrique qui eft entre les Progreifions 
numériques & les Progrès véritablement Géométriques des Fi- 
gures. 

Ces Progrès font inlènfibks 8c infiniment petits , &' ne peuvent 
par conféquent être exprimez par des nombres. Ainfi les Progref- 
iions numériques ne reprefentent que des Progreffions Géométri- 

3 ues , diferetes 8c millement continués , c’eft-à-dirc , à le bien pren- 
re , nullement Géométriques. 

C’eft par le moyen des infiniment petits , qu’on atteint à ces pro- 
grès des Figures : les infiniment petits commencent où finirent les 
Progreffions: Elles y aboutirent , 8c le dernier terme de ces Pro- 
grclfions j , i , j , ôcc : { , j , 8cc , eft un infiniment petit , ou fi l’on 
veut , un zéro. 

Car toute chofe qui diminué régulièrement & par des Progrès 
déterminez , devient enfin plus petite qn’aucune quantité qu’on 
puiflè imaginer. Cela (ê voit dans l’Etendue, par exemple, dans 
un Triangle , dans un Cône qui aboutiflent à une pointe , laquelle 
tient le milieu entre l’être 8c le néant. 

Car d’un côté , au-delà de cette pointe & de ce point indi vifible , 
c’eft le Cône ou le Triangle, 8c de l’autre côté c’eft le néant du 
Triangle. 

Or , on a beau raifonner ; cette pointe , ce point exifte 8c termi- 
ne cette Figure qui va jufques-là , 8c ne va que jufques-là , 8c a des 
bornes rrès-précifes. 

11 s’agit maintenant de voir l'ufage que font de tout cela les Géo- 
mètres j 8c l’Art foit numériquefoit Géométrique , qu’ils en tirent. 
Car l’Arithmétique de l’infini , roulant fur les Progreffions , eft un 
Art tout numérique ;'ôc le Calcul des infiniment petits, roulant 
fur les Progrès des Figures , eft un art tout Géométrique. 
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ARITHMETIQUE DE L’INFINI. 

QUARANTE-CrNQUIE’ME TRAITE’. 

DES SERIES INFINIES. 


L I y R E PREMIER. 

' Méthodes £ Approximation. ' ;; 

CHAPITRE PREMIER. 

Réfrlutim afproebée des Equations, 

O N appelle Equations numériques , celles dont les Coefficient 
font des nombres y comme x l — * 6x -+ 7 =a o. Lorfqifon 
fçau réfoudre ces Equations , les littérales ne font point de diffi- 
culté , parce qu’on les transforme facilement l’une en l’autre. 

Or ces Equations peuvent avoir trois fortes de Racines , numéri- 
ques , incommenfurables , ou imaginaires. Les premières 8c les der- 
nières n’embnraflcnt pas. On trouve celles-là facile meut par lés 
Méthodes ordinaires de l’Analyfe r 8cles dernieres font trouvées, 
dès qu'on trouve qu’elles font imaginaires. 

Les incommenfurables fe trouvent auffi facilement , par la Géo- 
métrie , en lignes. Mais comme nous ne connoiflbns guéres que 
les nombres , 8e que nous ne mefurons diftin&ement les chofos 
que par-là ( il s’agit & c’eft une grande affaire pour les Géomè- 
tres , de les trouver en nombres approchez : car il n’eft pas ques- 
tion de les trouver en nombres exaéts, puifqu’elles font fourdes ôC 
incommenfurables. 

On a inventé bien des Méthodes , pour rendre les approches 
les plus grandes qu’il cft poffible , ou plutôt pour les rendre promp- 
tes & faciles. 

Car avec du tems ÔC de la patience , on peut en approcher tou- 
jours de plus en plus : mais U cft plus commode d’en approcher , 

H .j 
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d’un feul coup de plume &c par une feule opération , autant qu’on 
en approcheroit par de longs Calculs , fi on n’ufoit pas d’un peu 
d’induftrie. 

Parmi bien des méthodes qu’on a imaginées , celle des Cafcades 
mérite d 'être fcûë. Avant toutes chofcs , il faut préparer l'équation 
qu’on, veut réfoudre par ce moyen. 

Or la préparation effentielle , eft de rendre pofitives toutes les 
Racines , ou plutôt de la transformer en une Equation dont toutes 
les Racines foient pofitives. 

Pour cela , il faut rappeller que , lorfque toutes les Racines d’une 
Equation font pofitives , tous fes termes ont alternativement les 
Signes — (• &c — . En effet , lî on multiplie x — i =» o , par x — ■ 
4=o, qui font des Racines pofitives ( puifqu’alors x = i , & 
x = 4 ) le produit x 1 — 6x -+ 8 = o a alternativement ces 
lignes : car le premier terme x 1 eft pofitif , puifque x multiplié 
par x , donne xx , où le ligne -+ eft lous-entendu. 

Le fécond terme — 6x a le figne négatif, puifqu’il eft produit 
par x multiplié par — î , 8c par — 4 , 8c le croifiéme terme —f 8 
eft pofitif, étant le produit de — 1 , par — - 4. 

Or, pour changcrune Equation en une autre dont toutes les 
Racines foient poiitives , Sc qui ait alternativement les Signes flux 
& moins , la chofe eft facile , lorfque toutes les Racines étact né- 
gatives comme x — n=o,*-+3 = o, tous les termes ont le 
ligne pofitif, comme x' -+ 5 jc -+ 6 = o. 

Car alors il n’y a finalement qu’à changer les Signes des ter- 
mes pairs en — pour avoir x % ~ 5* -+ 6 = o , dont cftë&ivcmeat 
les Racines font x — 1 = 0,* — 3=0, pofitives. 

Mais fi , les Racines étant l’une polîtive x — i = o , l’autre 
négative x — }- 3 =» o , le produit x 1 — f ix -—6=0, n’avoit 
point cette alternative de Signes , il n’y auroit qu’à prendre le plus 
grand Coefficient négatif de l’Equation , comme eft ici — 6 , le 
rendre pofitif & y ajouter 1 , pour avoir -+ 7 ou ‘j tout court , Si à 
fuppofer x «= 7 — y. 

De forte que fubftituant cette valeur de x à fa place , & fon 

3 narré à la place de xx , dans l’Equation . 4J . 

onnée , on auroit la transformée qui fc j -+ 7- 
réduit à 50 — 1 V ~ jy = ° > ou )) — C 6 
1 \ y ”+■ 5° — 0 > laquelle a eftëûivement l'alternative des Signes. 
Or on voit que cela doit être , toutes les fois qu’on prend ainfi 
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le plus grand Coefficient négatif, 6c qu’on y ajoute l’imité pour 
faire cette transformation. 

Car fuppofant x = 7 — j , le quarré xx = 49 — 147 -y- yy , le 
Cube je* = 6cc. & toutes les Puiflanccs de 7 — / , ont alternative- 
ment -f 6c — comme 7 —-y l’a elle- même. 

Or ccrte plus haute puiflance décide de toute l’Equation trans- 
formée, 8c les autres parties n’y peuvent rien changer, lorfqu’on 
a eu foin de prendre le plus grand Coefficient négatif, 8c de l'aug- 
menter de l’unité. Un peu a ufage rendra tout cela bien fenfible à 

S |uiconque aura interet , c'eft-à-dirc , la curiofité de s’y rendre pro- 
ond. 

L’Equation étant ainfi préparée , il faut la dégrader par Cafca- 
des , dont voici l’Art. On multiplie chaque terme de l’Equation 
jy 1 57 -+ jo =* o par l’expofant de la puiflance de l’incon- 
nuë , c'eft-à-dire , yy par z , — 1 57 par 1 , & 50 ou jo y° , par zéro. 

Cela donne lyy — 1 57 => o , ÔC di vifant chaque terme par^ , on 
a z y — 15 =0, & divifant par 1 ,y — Ce qui 

montre non pas que y foit réellement = ~ dans l’Equation yy 
— 1 17 -+ î° = 0 » mais que 7^, ou 7 8c 7 , ou même 7 tout court , 
eft une Racine approchée de la véritable , 8c peur f’ervir pour la 
trouver. 

Cette Racine approchée , s’appelle une limite i 8c il eft vrai de 
dire que la plus petite Racine de l’Equation , eft entre zéro 8c 
fept : zéro eft la petite limite , & 7 eft la grande. 

Pour l’autre Racine de la même Equation , elle eft auffi entre 
fept d’une part 6c 16 de l’autre, lequel 16 n’eft autre que le plus 
grand Coefficient — 1 j rendu pofitif, 6c augmenté d’une unité. 

De forte que les trois limites des Racines de l’Equation yy — 
6cc. font 0,7, 1 6 ; la plus petite eft entre o 6c 7 ; 8c la plus grande 
entre 7 8c 1 6. 

Ainfi en reflèrrant ces limites , en diminuant l’intervalle qui les 
fépare, on approche autant qu’on veut des véritables Racines; on 
les trouve même , fi elles font trouvables. 

Car, par exemple, prenant la différence des deux premières o 
6c 7 , laquelle différence eft 7 ; 6c prenant fa moitié 3 { ou 4 tout 
court , on fubftituë 4 dans l’Equation yy — ty 1 — (-50 = 0, ce 
qui donne 16 — 60 — t- 50 — 6 , 6c par-là on connoît que 4 n’eft 
pas la vraye Racine, mais qu’elle en approche plus que zéro, le- 
quel étant fubftitué à la place de^ , donne o — o — h 50 = 50. 
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J'ai donc déformais 4 & 7 , pour limites de la plus petite Racine 
de l'Equation//, &c. j’en prends la différence 3 ,que je partage 
en deux moitiez à peu près , & j’ai 1 8c t . Je prends la plus grande 
i , je l’ajoute à la limite 4 , & j’ai 6 , que je fubfticuë à la place de/ 
pour avoir 3 6 — 90 -4 yo = — 4. 

Le nombre 6 n’eft donc pas non plus la vraye Racine , mais le 
Signe — 4 fait connoître que j’ai paffè cette Racine & que 6 eft 
trop grand. De forte que la vraye Racine le trouve entre 4 , qui eft 
trop petit & 6 qui eft trop grand. 

Je prends la moitié de leur différence a ( je l’ajoute à 4, ou je 
l'ôte de 6 ( &C y qui en réfulte , étant fubftitué à la place à'y , don- 
ne 15 — 75 -f 50 s=* o. D’où je conduds que 5 eft la vraye 
Racine la plus petite de l’Equation propoféc. 

Or remarquez que , fubrtituanc clans une Equation une de les 
vrayes Racines le réfultat en eft toujours zéro ; que fubftiruant 
un nombre un peu différent de cette Racine & fucceffivemenc 
des nombres qui en différent de plus en plus , les réfultats crotftène 
auflî de plus en plus jufqu’à ce qu’on arrive à un certain point; 
après lequel ils décroiflènt, jufqu’à ce qu’une autre vraye Racine 
étant fubftituée , les rende égaux à zéro. 

Par exemple , fubftituant zéro dans l’Equation précédente à la 
place de / , le réfultat eft = 50 : fubftituant 1 , le réfultat eft 1 

— 1 5 — f yo = 36 : fubftituant 1 , le réfultat eft 4 — 30— 4 yo 
= 14 : fubftituant 3 , le réfultat eft 9 — 45 -f 50 = 14 : fuof- 
tituant 4, le réfultat eft 16 — 60 -4 yo = 6 : Enfin fubftituant 
y , le réfultat eft zy — 73-4 yo = o. Ainfi y eft la vraye Ra- 
cine. 

Subftituant enfuite 6 le réfultat eft 36 — 90-430 = — 4, 
où il faut remarquer le Signe — qui fait paffer la chofe au-def- 
fous de zéro. Subftituant 7 , le réfultat clt 49 — loy -4 yo = 

— 6 : Subftituant S , le réfultat eft 64 — 1 10 -4 yo = — 6 : 
où vous remarquerez deux réfultats de fuite qui font les mêmes; 
ce qui rend la choie comme ftarionaire , Ôc nous annonce qu’elle 
va décroître , je dis décroître négativement, c’eft-à-dire , aug- 
menter. 

Effectivement fubftituant 9 , c’eft 8 1 — 13-5-45»* — 4 : En- 
fin fubftituant 10, c'eft 100 — 150 — f 50 =0. De forte que 10 
eft l’autre vraye Racine de l'Equation/y — 1 y/ -4 yo = o. 

Lorfque les Racines font incommcnfurables & introuvables en 
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nombres , les réfultats , fans jamais devenir zéro , décrûiflènt à 
l’infini à mefure qu'on approche des vrayes Racines , en prenant 
des nombres mitoyens entre les limites. 

Toute Equation préparée jc» — mx l -+ px — q == o étant mul- 
tipliée par les Expoians de chaque terme , donne yx* — i*x l — t- 
px -+ o s» o , qu’on abaifle à jx l — - ixx -f p =a= o , laquelle étant 
aulfi multipliée par les Expofans eft 6x l — irtx = o , qui s’abaillc 
à 3X — » ss=s o. 

Or ces Equations ainfi abaiflees , ainfi dégradées , dont x> — - 
nx 1 — + px — — q •«= o eft la première j jx l — - aax ~+ p = o eft 
la fécondé t 6c 3* — n =« o la troifiéme , s'appellent des Cafca- 
dts: & la méthode de les dégrader ainfi , par cette multiplication 
des Expofans , eft ce qu’on appelle la Méthode des Ctfcades. 

Mais , fans tant de façons on peut pour une Equation quel- 
conque prendre , tout d’un coup , un nombre Quelconque tel qu’on 
jugera convenir à peu près , le fubftituer , en fucjftituer enfuitc d’au- 
tres , 8c juger par les réfultats fi on a bien ou mal choifi j en ap- 
procher , par cette voye , auffi vite 8c d’auffi près que par cette Mé- 
thode des Calcades , qui a plus de merveilleux que d’utilité : voilà 
pour les Equations numériques. 

Pour les Equations littérales , on peut les réloudre de même, 
en le fouvenant que les lettres reprefentent en général toutes for- 
tes de nombres , quoique quelquefois fourds 6c incommenfura- 
blcs. On peut leur en fubftituer , 6c les réfoudre numeriquemenr. 

Cela ne demande qu’une précaution , qui eft fondée fur I3 na- 
ture des chofes. Car les lettres d’une Equation ayant des Rap- 
ports déterminez les unes avec les autres , il faut que les nom- 
bres fubftituez confervcnt ces Rapports , par Icfqucls la nature 
fpécifique de chaque Equation eft déterminée. 

Dans ces Equations on commence par déterminer une des let- 
tres , quelle que ce foie , 6c on la ftippofc égale à l’unité , pour 
faciliter le calcul ; l'unité ne change rien dans les opérations com- 
pofées de l'Arithmétique , comme la multiplication 6c la divifion. 
Enfuite on rapporte toutes les autres lettres à cette unité arbi- 
traire , Sec. 

Pour ce qui eft des Equations indéterminées qui ont deux in- 
connues , comme yy = irx — xx , ou xx — irx -+yy = o 

3 ui eft l’Equation du Cercle , il y a deux manières de les réfou- 
re. La première, dont il huit ufer toutes les fois qu’on le peut, 
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cft de les déterminer en déterminant une des inconnues. 

Par exemple , fuppofant y = r , ôc yy = rr , l'Equation fe 
change en xx — irx ~+ rr = o , dont la Racine cft x — r = o , 

x — r. En effet , dans un Cercle prenant le Rayon pour l’Or- 
donnée , l’Abfcifïè corrcfpondantc eft auiTi = au Rayori. 

Lorfquc cette Méthode ne réullic pas 6 c qu’on donne dans les 
Radicaux , dans des Racines fourdes 6 c incommenfurables , on 
peut ufer ac la Méthode des Cafcades , ou de celle que je viens 
de donner , après avoir remarqué que pour rendre les limites 
plus efficaces , 6 c les approximations plus grandes ôc plus promptes, 
on n’a qu’à les réduire , comme nous l'avons vû , en Fractions dé- 
cimales. 

Cela fe fait en mettant un , deux , ou plus de zéros devant ces li- 
rri'cs , 3c à proportion autant devant les termes de l’Equation , ou 
plutôt devant leurs Coëfficicns j c’cft-à-dirc , mettant un zéro der 
vant le Coefficient du fécond terme fi on en met un devant les 
limites , deux fi , 8 cc : en mettant deux fois autant au troifîéme 
terme , trois fois autant au quatrième , 6 tc. 

Mais je ne finirai point ce Chapitre , fans rapporter ici l’inge- 
nieufe 6 c excellente Méthode de M. Newton fur ces approxima- 
tions décimales , qu’il a je crois le premier appliquées à l'Ana- 
lyfe. 

Je me fervirai même de fon exemple. Soit l’Equation /’ — ly 
— 5=0 dont le nombre î eft la Racine approchée qui n’en 
diffère pas d’un dixiéme. Je fuppofe que la lettre p reprefente 
cette diftance r donc/ = i ~+p. Je fubftituë cette valeur dey dans 
l’Equation , 6 c j’ai p» -+ 6p l -+ io^ — i = o. 

Pour en trouver la Racine p , je remarque que fà valeur étant 
moindre qu’un dixiéme , eft une Fraction , 6 c qu’ainfi les termes 
p 1 , 6 c 6p l , font fort petits par rapport aux deux autres , la mul- 
tiplication des Fractions les rendant plus petites. Je les néglige 
donc 6 c je fuppofe io p — i = o, d’où je tire p = ±. Donc la 
Racine jufqu’ici trouvée de l’Equation/’ — ôcc. eft i -+ 

Mais cette Racine n’cft pas exacte à caufc des termes p x , ôc 6p l 
que j’ai négligez , 6 c ^ n’cft pas la Racine exacte de la transfor- 
mée p' -+ 6P 1 —Mo p — i = o : il y manque quelque ebofe que je 
fuppofe égal à e] ; ainfi a s=p. 

Je fubftituë cette valeur cfe p dans l’Equation 6 cc, 6 c j’ai q 

* + ôcc j de laquelle négligeant auffi les termes q> — f- 6 cc , qui font 

fore 
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fort petits par rapport aux autres , je trouve une valeur de q , au 
moins approchée. ■ 

Et , en fuivant toujours la même Méthode , j’approche à l’in- 
fini de la valeur de y dans l’Equation propofée ( de forte que , 
n’en étant d’abord éloigné que d’un dixiéme au plus , à la fé- 
conde Opération la diftance n'eft pas un centième -, à la tcoifié- 
me , un millième ; à la , Sec. 


CHAPITRE II. 


De la Génération des Sériés. 


C ’Est par ces approximations fuccefiîves que s’engendrent les 
Sériés infinies -, mais on a des maniérés générales de les en- 
gendrer tout d’un coup*, foit par le Calcul Arithmétique , foit par 
celui de l’Analyfc , ou même par des Formules générales. Ces Sé- 
ries ont lieu fur-tout dans les divifions imparfaites, fie dans les ex- 
tractions des Racines fourdes. 

Car , s’il faut divifer a par b -+ c , au lieu d’écrire , on peut 
en faire la divifion félon la régie ordinaire de l’ Algèbre , & divifer 
d'abord a par b , ce qui donne | } après quoi il faut multiplier ce 
quotient par le divifeur entier $ ce qui donne a — f. £ , qu’il faut 
ôter du dividende a , dont le relie eft — 7 , qu’il faut divifer par b , 
ce qui donne — , pour fécond terme du quotient. 

il faut multiplier ce terme par le divifeur pour avoir — £ '11 

qu’il faut ôter du dividende , pour avoir le rcfle -+ ~ ; lequel di- 
vifé encore par b , donne p ou p pour troifiéme terme du quo- 
tient} lequel cil jufqu’ici | — p-+ p. 

Or , fans aller plus loin fie fans autre Opération , la Progrefiîonr 
qui régne dans ces trois termes, fait connoître que le quatrième 

terme eft — p. Le cinquième — I- p , Sc ainfi à l’infini. De forte 
que la Fra&ion b -L- eft égale à la Scrie infinie ^ — j~ — f ficc. 


Suivant cela il n’y a pas de Fraélion numérique qu’on ne puilîè 
Convertir en Scrie ; 8 c par exemple , ÿ = ^ p = j 1 _ 

^-4-rr — & c - EnefFet,i =i-+i-fi&c.fici-+ î îjH- i 7&c. 

u= donc ;*+î"+n' “ T : donc 8CC. 

En changeant l’exprclfion de la Fraction j en toute autre, com- 
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me jz~ qui va. au même , on peut produire de nouvelles Sériés : 
car~ = i — ^-4-7^—-^-+ Sic. 

L’on pourroit aulli écrire 777 qui le trouveroit =7 — Tî~*"h 
— T?ï-+ &c - 

De meme ^ — -L -+ ficc. 

11 n’y a donc pas de Fraction , ni même de nombre entier qu’on 
ne puillc convertir en Série , fie en une infinité de Sériés différen- 
tes. Car tout nombre peut être exprimé en Fraction. 

Par exemple , 3 = ^ = ~X t = Sec. C’cft ici un grand Princi- 
pe pour aller plus loin j mais plus le Principe eft fécond , moins je 
dois m’arrêter au détail. 

Ce qu’on fait par la divifion , on peut le faire par l’extra&ion 
des Racines ; puifque l’extraction eft une efpcce de divifion , dans 
laquelle on ri’a point de divifeur. Maison fçait qu’il eft le même 
que le quotient, fie qu’ils font tels que toutes les parties de l’un 
étant multipliées par toutes les parties de l’autre , ils produifent la 
puiflancc donc ils font la Racine. 

Là-delTus fi par exemple , on a la puiiïance aa -I- bb , dont il 
faille extraire la Racine , je l’extrais d'abord , félon la Régie , de aa 5 
elle eft a. Suppolons que a — t- x , eft la Racine totale qu’on cher- 
che ; donc aa — |- lax -+ xx =s aa — bb , fie lax -+ xx = bb. 

Je divife par 1 a , 8c j’ai x — f- 7* =7 . Ce qui me fait voir que 
eft le fécond terme du quotient , ou de la Racine que je cherche , 
6c qu’ainfi a — f ^ eft le divifeur fie le quotient. 

Pour vérifier s’il eft jufte , je multiplie ce quotient par lui-mê- 
me , 8c j’ai aa-+bb- 
puiflànce donnée aa • 


-7, j’ôte ce produit du dividende ou de la 
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— — pour trbifiéme terme de ma Racine. 

Je continue de chercher les autres termes qui forment une Sé- 
rié infinie , que je puis appliquer à des puiilànces numériques 
foit fourdes , foit parfaites , comme je viens de faire pour la di- 
yifion. 0 .. . , • 

J’ai déjà dit ailleurs que pour extraire la Racine de aa —F bb , 
je pouvois me fervir de la Formule a" -4- 7 a”"' b — J- ficc , qu’on peut 
voir dans l’ Algèbre. 

Cette formule fert donc pour former des Sériés infinies : elle eft: 


bb ; il.rcfte — ^ que je divife par 1a , ÔC j’ai 
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effectivement elle-même une Sérié infinie qui en peut engendrer 
une infinité d'autres , en fubftituant à la place de a , b , n , les 
grandeurs données à extraire ou à élever à des puiffimees. 

Par exemple , pour extraire la Racine quarrée de 5 , il n’y a qu’à 
la partager en deux nombres 3 —f 2. , fuppolànt a == 3 , 8c b = 1 , 
8c n = j- expofant de la Racine , 8cc. 

Une belle méthode de former dés Séries , c’eftda méthode Ana- 
lytique , par laquelle on prend une Série arbitraire ou plutôt indé- 
terminée, qu'on fuppofe égale à celle qu’on cherche , & dont on 
détermine tous les termes par cette fuppofition. 

C’eft, je penfe, à Defcartes que nous devons la Méthode géné- 
rale & Analytique des indéterminées , 8c à M. Neinyon la belle ap- 
plication que l’omen fait au fujet préfent, pour la génération des 
Sériés 8c la réfolution des Equations indéterminées , 8c même des 
déterminées, par le moyen de ces Sériés. 

Car c’eft dans la réfolution des Equations que cette Méthode a 
lieu i elle donne des Racines infiniment approchées , lorfqu’on ne 
peut les trouver exaétes. . 

Par exemple , j’ai l’Equation du Cercle xx — vrx - 4 -yy = o , 
que je veux réfoudre en Sérié. ••••*'- ... 

Selon le privilège de l'Analyfc , je commence par fiippofer trou- 
vée la Scrie égale à x , 8c je fais x = a H- byy -f cy* H- dy* -f 
&c. 

Je ne Jaiftè pas d’avoir mes raifons pour préférer jeette Sérié à 
beaucoup d’autres , qui pourrojent fe préfentçr, comme a — f by 

-f cy x — h dyî 8CC ; ou ay -+ by' -+ cyl ÔCC ; OU ay x H- b —fr c -, -+ ^7 -4, 
ficc ; 8c une infinité d’autres. 

Car il y en a d'autant de fortes , qu’il y a de Progreffions Géo- 
métriques des Puiflànces de y , ou de Progreflions Arithmétiques 
de leurs Expofans ; ces Progreffions devant effectivement régner 
dans toutes ces Sériés , 8c régnant dans toutes celles que je viens 

de citer , même dans la dernicre ay 1 — (• b h- A 8cc , toute bifarre 
qu’elle paroît. 

Car elle eft la même que celle-ci ay 1 by° — f- cy~ x — f 
cy~* Ôcc , dont les Expofans i , ô, — 1 , " — 4 , — 6 , 8cc , for-' 
ment une vraye Progreffion Arithmétique defeendante -, chofc 
qu’il faut toujours obferver. 

Or c’eft Tufagc qui nous apprend , à difeerner la Progreffion 

1 ij 
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qui convient le mieux. En général , il faut la prendre telle , que 
par Ton moyen on puiflè déterminer les Coëfficiens indéterminez 
a ,b , c , d , &cc : car c’eft-là le but -, en voici le procédé. 

Puifque * = a H- bf -+ cy* -b Sec : Donc yx = ira -f 1 rbf 
-+ &cc , & Je quarré xx = aa —f laby 1 — f- bby* — f lacy* Scc : & toute 
l’Equation xx — irx — f yy = aa — ira -+y l — irby % — f iaby x — f 
bby + -+ iacj* — irey* &c ; qu’on difpofe de la manière qu’on voit 
ici. 

De forte qui 
mes aa — ira 
point de y , fc 
Forment un pi 

complexe : que tous ceux où yy fe trouve , fe répondent auffi Sc 
faflent un fécond termes que tous ceux où eft y* , faflent auffi un 
terme Sec : car c’eft-là le nœud de la détermination des Coëffi- 
ciens a , b , c, &c , qu’on détermine uniquement , en fuppofànc 
chaque terme = o. 

En effet , fi aa — ira o , donc aa = ira , Sc a = ir , Sc fi 
laby 1 — îrby 1 — y x csa o ; Donc lab — irb —4* i =» o , mettant ir 
au lieu de a , a,rb — irb~+ i = o , Sc irb=z — i ,Sc b = — j. 

Voilà donc les deux premiers Coëfficiens a , b déterminez , le 
troifiéme c fe déterminera de même par le troifiéme terme com- 
plexe bby + — f i acy* — irey* « o , en divifant par Sc fubfti- 

tuant ir & — f, , au lieu de a , b , ce qui donne -f 4 rc — ire = 
o,8c^H-:rf«=o, & ire == ~ , Sc enfin c = 

"Delà même manière on déterminerait les Coëfficiens d ,e 
Sec , à l'infini. 

Le plus fouvent , après qu’on a trouvé de cetre manière les 
cinq ou fix preriîîcrs termes de ces Sériés , le progrès régulier des 
Coëfficiens , des Expofans Se des Signes , fait voir de quelle ma- 
niéré on peut les continuer à l’infini , fans aucune détermination 
nouvelle. 

Par exemple , fi on avoit trouvé x t=y -+ 7 -f \ y' ~+ ~iy* 
.-f -~yS —f Sec ; en faifant attention que cette Série peut fe réduire 
à cette forme x = '-y H- 7 77/ -f -~r/ &c- 

On verrait d’abord , que le fixiéme terme eft y 6 ou 

5^/ que le centième terme eft / cù &c. 

Dans le cas préfent la Racine de xx — - irx -+yy = o j eft x 


s tous les ter- 
, où il n’y a 
répondent Sc 
remicr terme 


xx aa iaby’ -+ bby’ -v 

-+ »Kf' C . 
— in =. — ira — irby’ — ircy* C ' 

-+ yy— h- y‘ 3 
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r= ir — ^jr x -f jpj* &c , dont on peut encore déterminer quel- 
ques termes , félon la méthode précédente , & la continuer 
enfuite auflî loin qu’on voudra. 

Et maintenant on doit voir , pourquoi j’ai fuppofé x = a 
by % -f cy+ -+ ôcc i de pourquoi il n’eft pas indifférent de fuppo- 
ler une Sérié de telle ou de telle forme , de telle ou de telle Pro- 
greflîon , plutôt que de telle ou de telle. 

En général on peut d’abord la fuppofer telle qu’on voudra. 
Mais on doit s’attendre auflî à ne pas réuflir toujours dans la dé- 
termination des Coëfficiens. 

L’unique obftacle qu’on y rencontre , vient de ce que pour cette 
détermination , il faut que tous les termes foient complexes , afin 
que les fuppofant <=0 , on ait au moins une Equation de deux ter- 
mes , comme aa — ira — o ; d’où l’on tire a = ir. 

Au lieu que fi ce terme n’étoit que aa , on ne pourroit , en fup- 

Î lofant aa = o , en rien tirer } on ne pourroit même faire alors cette 
uppofition qui détruiroit a , le rendant = o , au lieu de le dé- 
terminer. 

Les Commençans munis de l'avertiflênlent que je leur donne 
ici , fie que des maîtres profonds pourront leur déveloper un peu 
plus , n’ont qu’à prendre toujours , pour s’exercer , la première 
Sérié indéterminée qu'il leur plaira , & puis en prendre une autre 
jufqu’à ce qu’ils en trouvent une , par le moyen de laquelle ils 
réufliffent à déterminer tous leurs Coëfficiens a , t, c ,d. Sec. 

Peu à peu l’ufagc leur donnera ce degré de fagacité qu’aucun 
livre , qu aucune rnéoric ne peut bien donner , pourdifeerner fur 
la feule infpcction d’une Equation donnée , l’cfpccc de Sérié qu’il 
convient de fuppofer. 

Pour en dire cependant quçlcjue chofe de plus dévcîopé , remar- 
quez que c’cft le terme yr, qui dans l’Equation xx — zr.v — f yy 
=3 o , m’a déterminé d’abod à prendre la Sérié x = a -f tyy — t- 
cy* Sec i dans laquelle le premier terme a , n’a point de / , fie le 
fécond terme en a deux. 

Car , fi j’avois fuppofé x = ay H- by 1 -+ cy' Sec , j’aurois eu 
1 rx == i ray — I- z rby L Sec , dont le premier terme i ray y eût été 
folitaire de fon efpece , puifque xx =a aayy -f z aiy 1 — &c , n’au- 
roit eu aucun terme qu'on eut pu lui comparer { de forte qu’a- 
lors j’aurois eu z ray s= o , 8 c a =» o , ce qui eft inutile 8 c même, 
mauvais. • 
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Mais , fi mon Equation a réfoudre eût été , par exemple , xx — 
trx -+ ry H Yyy = o ; alors en laveur du terme ry , j’aurois pu S c du 
fuppofer la Sérié x = ay — i- by 1 &cc , ou peut-être x = 4 -+ by 
«*+ cy % Hcc , ou x = ay —4* b -4- y —4* ~ &CC. 

Encore une lois , c’eft à l’ufage que je renvove ceux qui vou- 
dront en fçavoir un peu plus, à fond ôc en détail. 

Mais je confeillc à tout le monde , de ne Ce jetrer dans cet ufàgc, 
qu’après avoir lû deux ou trois fois cet ouvrage entier , ou fi d’a- 
bord ils veulent prendre la plume opérer , de le faire fobrement 
ôc fans fc roidir contre aucune forte de difficulté. 

Tout Commençant a droit d être furmonté & découragé par la 
moindre apparence de difficulté , contre laquelle il fc roidit un 

{ >eu trop ; il a beau fe roidir ; c’eft fon courage qu'il roidit ; mais 
on cfprit n’a point , quoiqu’il fafl’c , toute la roidcur néceflàire j 
ou il a trop de cette roideur , qui le rend entrepris 6c incapable 
d’avancer. Ce font-là des réflexions que je renouvcllcrois à cha- 
que page de cet Ouvrage , fi j’ofois. Le Lcélcur m’en difpenfc { 
mais tant pis pour lui , s’il s’en croît aufli difpcnfé. 

Avant que de laifler cette matière , je dois faire au moins entre- 
voir deux applications importantes qu’on fait de cette Méthode 
des Séries indéterminées. 

La première fe fait à ces Séries mêmes , dont on trouve par ce 
moyen les Racines 6c les Puiflances quelconques. Toutconfifte à 
les réduire en Equations de cette manière facile. 

Je veux trouver la Rracine quarrée de la Scrie a —4- by — 1 - ty x &c : 

je fuppofe cette Racine quarrée \é a -\-Ly 6cc. = * : donc a - 4 - 
by — 4 - Hcc =s xx , & — xx —\r a —+ by — 4 - Hcc ==> o. 

Voilà l’Equation qu’il faut réfoudre , c’eft-à-dire , dont il faut 
trouver la racine x , par le moyen d’une nouvelle Sérié qui fera 
la Racine cherchée de la Série en queftion. 

Je fuppofe x — m -+ ny —f oy l —4- &C : donc xx == mm — f. 
2 mny &c : le refte s’acheve comme ci-dcfliis en déterminant les 
Coëfficicns , &c. 

La féconde application qu’on peut faire de cette Méthode , re- 
garde ce qn’on appelle le Retour des Sériés , dont je crois que 
M. Newton eft aufli l’inventeur. 

Il confifte , après avoir trouvé la valeur de x en une fuite , par 
exemple , H- i/ -f -4 &c , à trouver la valeur de y en une 
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autre fuite qui contienne les puiiïànccs progrcffivcs de x , comme 
celle-là contient les puilTances de y. 

Or le procédé en eft le même que le précédent ; je convertis x 
= ay —P by l -+ cy' — t- &c , en Equation o = — x —f ay ~+ hy l -f 
&c , dont je trouve la Racine^ , en fuppofant la Série indétermi- 
née ,y t=> mx — f- nx l — f ox> — f- &c , 6c en déterminant les Coëffi- 
ciens indéterminez m , n , o , p , &c , comme ci-deffus. 


LITRE IL 

Méthodes eTExaufiion. 

L Es Méthodes d’Exhauftion font , dans le fond , les mêmes que 
celles d’approximation 5 & c’cft par accident , que la même 
Méthode épuiic quelquefois une chofe , & quelquefois ne fait qu’en 
approcher , fans pouvoir l’épuifer. 

Par exemple , la méthode des Cafcadcs trouve les vrayes Raci- 
nes d’une Equation , lorfqu’elles font trouvables , &. en approche 
feulement à l’infini , lorfqu’clles font incommcnfurables. 

11 y a pourtant cette différence , qu’on peut toujours appli- 
quer l’approximation à tout ce à quoi on peut appliquer l’cxhauf- 
tion i au lieu qu’on ne peut pas épuifer tout ce dont on peut ap^ 
procher. 

En continuant la Sérié 7 -+ 7 - 4 - j — f &c > j’approche toujours 
de fa valeur 5 mais je puis l’épuifer d'un feul coup , en trouvant que 
tout cela eft égal à l’unité. 

La vraye Méthode d’Exhauftion , confifte dans la convcrfion 
d’une Sérié connue en une autre inconnue , ou même d’une chofe 
connue quelconque en une Sérié. 

Car , forfque par la divifion de 1 par 3 , j’ai trouvé la Sérié 7 
— 7 — 4 - 7 — 7j &c , je fçais déformais que cette Sérié eft égale à 
7, & qu’elle épuife ce nombre rompu , aulli-bicn que celle-ci qui 
eft la même 7 -+ 17 H- £ &c : Car £ — 7 = 7 , & j — ^ = 
T*,&7ï — 

Le vrai but du Géomètre , dans cette partie du Calcul , eft de 
fçavoir faire prendre diverfes formes à une Série , par le moyen 
de diverfes opérations. Car telle Sérié qu'on ne peut intégrer fous 
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une forme , s’intégre , d’un coup d’œil , fous une autre forme. 

Et voilà pourquoi les Géomètres one employé bien des induf- 
tries pour transformer ces Séries. ^Toutes les opérations du Cal- 
cul , l’addition , la fouftraébion , 8ec , y ont lieu ; mais une cer- 
taine dextérité vaut encore mieux que toutes les Régies. 

Par exemple , qui eft-cc qui ne feroit embararfé à trouver la 
fomme de cette Sérié £ — f- —H ■— -f 7— ficc : on l'épuifc cepen- 
dant par ce nombre 7 , ou 1 Sc 7. 

Car elle n’eft autre que l’addition de ces deux Sériés 7 7— f 

ç Sic , fie j -f- j - h 77 ficc j ajoutées terme à terme , fie dont l’une 
= 1 , l'autre = j. Car 7 -+ 7 = { Sic. 

Si donc on vous préfentoit cette Sérié compliquée à évaluer , 
il faudrait par des additions , des fouftractions ou d’autres induf- 
tries , la décompofcr en d'autres , ou en compofcr d’autres en 
elle. 

L'Interpolation ell: une .des premières induftries dont on s’avifa, 
fie l’Auteur même de la théorie des Sériés , Grégoire de faint Vin- 
cent , n’en ignora pas l’artifice. IV allis en fit un grand ufage. 

Cette interpolation coniiftc , à prendre les termes alternatifs 
d’une Série , pour en compofcr une autre. 

Par exemple , dans la Série 7 , 7 , ÿ , r» , &c , prenant tous les 
termes impairs , on en compofe une autre Sérié 7 , f » 77 > &c , 
qui eft = 7 : 6c prenant les termes pairs ; on en compofe une au- 
fpp JL JL _L — i 

4 * »6 > 64 > “ C > I* 

On pourrait encore former de nouvelles Sériés 7 , 77 » ïf» > êcc , 
en prenant les termes alternatifs de ces fécondés Sériés , & de 
nouvelles en prenant ceux de ces troilîémes , ficc. On interpofe 
quelquefois les termes d’une Série, avec les Signes plus ou moins , 
aux termes d’une autre Sérié , ficc. 

Une induftçie dont fe lèrt ingénieufement M. Bernoulli dans 
fon Traité des Séries , c’eft de décompofer une Sérié qui a pour 
numérateurs les termes d’une Progrelfion Arithmétique, en une 
infinité d’autres Sériés ; par exemple , la Série 7 -f 7 — f i — j - 1 
-4- 77 ficc , qu’il faut félon là méthode difpofer en plu lieu rs Séries 
comme on le voit ici. 

Car il cft vilible que toute? ces Sériés cnfcmble font la même 


que 
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Z 


lue j -f J &c : 
ne la première 7 
-+i-+i&c=z s 
que la lècondc 7 

—f 7 — I* êCC =s I ; 

que la troifiéme = 
7 . la quatrième = 
7 &c. 6c que toutes 
cnfemble font= i 

~+ r» &c - = 4 - 


. I _u. I _i. i _f. — Sec. =s î. 

. I _J. I _f I _f -i. êCC. = I . / 

— &C. = - ( 

4 « •« 1 > = 4 

=- ( 
l 16 4 I 


-+7i &c- ~ ï 

&C. 


flcc. 


r« 

1 

I I 

X X 

&c. 

l 7 ’ 

I* 

J * 4 * 

7 ’ 7 


1 > 

1 

1 1 

1 1 



7 ’ 

4 * r 

~6' 7 

Sec 


Une autre induftrie dont Ce fert le même Auteur , & dont il 
fait un grand 6c bel ufage , c’eft celle d’une fouftra&ion fucceflîve 
que j’explique. 

Par exemple , de la Sérié 7 , 7 , 7 . 7 , 7 , \ , 8cc , il ôte tous les ter- 
mes excepté le premier , de forte que le refte eft 7 ou 1 . 

Mais voici comme il fait cette (ouftra&ion ; il met la Scrie 7,7, 
7 , Sec , fous la Scrie entière 7 , 7 , 7 , 7 . 6ec , le premier terme 7 de 
celle-là fous le premier terme 7 de celle-ci i le fécond fous le fé- 
cond ôcc : il ôte chaque terme , de celui qui eft au-deflus j ce qui 
forme une nouvelle Sérié , comme on le voit ici. 

De forte que la Sérié 7 — f 7 — 4 77 -f 
— —4 77 Sec t=5 1 quelquefois il ôte tous 
les termes excepte^ deux , excepté trois , 

6ec. mais toujours de la même maniéré. 

Rien n'eft plus amufant dans la Géo- 
métrie , que toutes ces générations , ces 
transformations , ces évolutions , ces ex- 
bauftions des Sériés. On a beau les traiter de fpéculations inutiles : 
car , outre que les ufages qui ne font pas connus pourroient l’être 
quelque jour , outre que les Géomètres profonds en connoiflenc 
bien des ufages dans la Géométrie , n'cft-ce rien que le pln’fir 
qu’elles donnent à l’Efprit , êc l’amufement honnête quelles lui 
procurent J 

On aime à évaluer d’un trait de plume toute cette infinité de 
nombres , qui fcmblent ne fe perdre dans l’infini , que pour ex- 
citer notre fagacité à les découvrir , à les calculer , a les ajouter 
en une fomme , aufli facilement qu’on ajoute deux nombres ordi- 
naires. 

Tome II, K 


I I I I 

-)-) * 1 

X 6 11 10 
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Du relie tout ceci cft plein de paradoxes , à caufe de l’infîni qui 

Î ! régne. Par exemple , quoi de plus merveilleux que de dire , que 
a fomme des nombres naturels j > 7 , f , 7 , ôcc , eft infinie comme 
nous l’avons déjà remarqué , ôc que la fomme de leurs quarrez 7, 
ï»?>Û>ï 7 > cftfinic - 

Cela n’eft pas néanmoins plus merveilleux que de voir le quarré 
1 d’une fraétion , plus petit que cette fraction dont il elt la puif- 
lance ôc le produit. Et d’ailleurs les quarrez 7,7,5, ôcc , ne font 
qu’une très- petite ôc infiniment petite partie de la Scrie entière des 
nombres 7, 7, 7,7.7, ôcc. 

II elt vrai que cela même elt allez paradoxe que chaque nombre 
ait Ion quarré , ôc que cependant il y ait plus de nombres que de 
quarrez 5 car il y a des nombres non quarrez. 

Or on démontre facilement que la fomme des quarrez 7, 7, 1, 
TU , ôc c , cil finie. 

Car , fi de la Série 7, 7,7, 7,7,7, ôcc , on ôte f, 7, },£,}, ôcc, 
terme à terme , c’eft-à-dirc , \ de 7 } ^ de 7 j 7 de 7 j de 7 , ôcc : il 
reliera la Série 7 , 7 , 77 > H » fs » fera égale à f -+ 7 = 7 : ôc , 

en divifant par 1 , on aura f — h 7 -f 77 -f 77 — f ôcc = 

Or la Série I h Ôcc. des quarrez , cft plus petite 

que celle-là 7 -f j ôcc , qui eft finie , ôc => 7. Car 5 <7,5 -< ÿ , 
&c. 

Mais, quoiqu’on trouve que cette Sérié 7, 5, Ôcc. foit plus pe- 
tite que j -f- j -f -7 ôcc , ÔC qu’on épuife celle-ci , il ne faut pas 
croire qu’on puifie épuifer celle-là , ôc dire à quoi clic eft égale. 
On quarreroit le Cercle , fi on pouvoic évaluer cette Sérié des 
quarrez. 

On auroit aulfi cette quadrature , fi on pouvoir évaluer la Se- 
ric 7 -+ 77 -+ 55 -f ôcc , ou celle-ci qui en eft double 7 -+ 77 — 1- ÿj- j 
car elle le transforme en celle-ci 1 — 7-4-7 — 7 -f 5 — JT Ôcc : 
Puifquef==i — 7,n = 7 — 7» jT^c. 

Or la Série 1 — 7 -+ 7 — 7 ôcc , eft la valeur du Cercle com- 
me M. Leibnitz l’a découvert le premier , ôc comme nous le fe- 
rons voir dans la fuite. De forte que fi on pouvoic l’évaluer , on 
cvaluëroic le Cercle. 

Or remarquez un nouveau paradoxe , c’cft qu’on évalue fort 
bien la Sérié 7, 7, 77, 77, 77,-+ ôcc =575 qu’on évalue même 
celle-ci 7 > 77 > 77 > > ôcc, qui contient les termes alternatifs 

de la précédente } mais qu’on ne peut évaluer celle-ci 7 > 77 > 75 ôcc. 
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qui contient les termes alternatifs de f , ~ , ■— , ôcc = 7. 

Car cette Sérié ÿ , 77 , 8cc , eft produite en otant } , j , ÿ , ç , ôcc. 
de f , } , j , i ôcc. ce qui laiflc pour refte \ ± , £ , 8cc = ' T =, 1. 
D’où il luit que j *-f 77 -+ 77 & c = 7. 

Ceux qui , après avoir lu 6c relu deux ou trois fois cet ouvrage , 
voudront fe rendre plus profonds dans toutes ces choies , pourront 
fe faire un exercice de toutes ces transformations s en faire fur le 
modèle de celles-ci , en imaginer même de nouvelles. 

S’ils veulent même quelque chofe qui les fixe , ils n’ont , par 
exemple, qu’à s’exercer à multiplier une Sérié par elle-même ou 
ar une autre , ou même à les divifer , à en extraire les Racines , 8c 
en évaluer les Réfultats. 

Par exemple , fi on multiplie la Sérié 7 -+ 7 -+ 77 — 1- 8cc , pat 
7 — I- j — I- j ôcc , on aura pour produit la Sérié même 7 -f 7 -+ 77 
Ôcc. ce qui paraît merveilleux , 8c eft pourtant tout fimple ; puis- 
que I X ==> 7. 

Si on éleve au quarré la Sérié 7 -+ 7 -4 ÿ -+ ôcc , on aura cette 
même Scrie -, ce qui doit être , puifquc 1x1 = 1, 

Mais , fi on quarre 7 -f 7 -f 77 -+ 57— 4 ôcc, on aura^-f^-f 
ÏT-+7TÎ -+&c==7. Et la Scrie j H- J -+ 77 H- iV 8tc = i 

Le quarré def -4 7 -4 7 -4 j ôcc , eft- -+7 -fi -+7 -f 77 8cc 
= 4. 

Celui dei— 47— 4 j— 477— 477 8cc .cfii-fi— 47— 477-4 
1 8c " 


r 


£&c— 

Celui de 7 - 

I OO 


: 8 cc , eft f -+ 77 7^7 -4 7^7 8 cc 


En général , celui de toute Sérié Géométrique dont le premier 


terme eft i, comme | 


I 

'x* ' 


f 

'x> 


■ 8cc. eft 


1 

i* 


ôcc 




Mais 7-47-45— 47—477 Ôcc =6. Car 7 -+ 7 H- 7 ôcc =. 4, 8c 


.iôcc 


Récapitulation du Traité des Sériés. 

I L ne faut pas croire qu’au milicitde toutes ces fubtilitez de Cal- 
cul , nous perdions jamais de vue le but utile de la Géométrie , 
lequel eft de mefurer les lignes , les Surfaces 8c les Corps. 

Kij 


j 6 Géométrie Tranfcendœnte. 

Car , outre que le Calcul fe rapporte toujours , de près ou de 
loin , à ce but ; il eft: manifefte que les Méthodes d’ Approximation 
& d Exhauftion font des routes immédiates qui y aboutiflènt , 
d’au Hi près qu’il eft poflîble. 

Ce lont les incommcnfu râbles , qui ont jetté les Géomètres 
dans tous ces efforts d’efprit. L’Homme aime le repos , jufqu’à fe 
livrer à la plus parfaite inaction , s’il ne trouvoic aucune difficulté 
dans les choies qui l’intcrcflènt. 

‘Mais heureufement les difficultés ne manquent pas , &C l’Homme 
cft prcfque aulîi vain &c opiniâtre qu'il eft indolent. C’en eft ici une 
preuve fans réplique. 

Dès le tems d’Euclide , & fans doute fort long - tems aupara- 
vant , on a fçu & fçû démonftrativement que les incommenfura- 
blcs ne pou voient s’exprimer, fe mefurer par aucun nombre exa£t 
n’importe , on s’eft obltiné à les vouloir nombrer. 

Dc-là toutes ces méthodes d'approximation , lefquelles ,.appli- 

3 uées à des fiijets plus traitables , le tournent fouvent en Métho- 
es d’Exhauftion. 

De là toute cette admirable Théorie de l’infini dans laquelle , 
quoiqu’en difent ceux qui ne l’entendent pas , on ne s’égare com- 
me par - tout ailleurs , que lorlqu’on raifonne mal , & qu’on s’é- 
carce des vrais principes. 

Voici le dernier effort de cette fublime Théorie , & l’infini ré- 
duit en Art 8c en Calcul , & prcfque en Calcul Arithmétique , 
/ans que les incommenfurables mêmes puiffent y faire aucun obf- 
tacle i chofe dont M. Newton paroît avoir fenti le premier l’ex- 
cellence , & dont je ne balancerai pas à lui attribuer la première 
découverte , préférablement à tout autre } puifque dans toute cette 
découverte, le plus admirable n’eft pas d’avoir trouvé le calcul 
des infiniment petits en général. 

Cela ne me parert pas fi difficile , après toute la Théorie qui 
avoir précédé de la part de Cavallieri, de Grégoire de Joint Vin- 
cent , & même de Guldin. Ainfi M. Leibnitz peut avoir trouvé 
ce Calcul , tout auffi-bien que M. Newton i j’ajouterai même que 
l illuftre M. de Fermât , Confciller au Parlement de Touloufe, peut 
les avoir prévenus l'un & l’autre dans ce point comme il l’a fait, 
abfolument parlant , fans qu’on puiffe le nier. 

Mais ce qui me paroît ici de plus fort , fans quoi même tout 
ce calcul n’iroit pas, & qui appartient en propre à M. Newton , 


Digitized by Google 



Le Calcul des Infiniment petits . 77 

c’eft le Calcul ,'je dis le Calcul Arithmétique 8c numérique des 
incommenfurables , tout fondé fur le (impie changement de cette 

. I 

cxpreflion fourdc & inintelligible \l x en celle-ci x l . 

Car on peut dire , qu’avant M. Newton les Géomètres n’ont 
jamais fçû ce que c'étoit que les incommenfurables j ils fqavoicnt 
qu’il y en avoir , mais voilà tout ; 8c l’expreflion V x , dont ils fe 
lervoient pour les exprimer , marquoit bien leur peu de connoif- 
fance à cet égard. 

Ils f^avoicnr que la Racine de x étoit introuvable, 8c \/ x ne 
fignifioit autre chofe dans leur cfprit , fi ce n’eft la Racine quelcon- 
que 8c indéfinie de x , ce qui ne dit rien. \I x ne veut pas tant dire 
la Racine de x, que la recherche qu’on doit en faire, lor (qu’on fçau- 
ra la faire. 

I 

Au lieu que x 1 porte dans l’efprit une idée numérique & 
par conféquent diflinéte , finie 8c precifc de x. Pour le moins cette 
Racine fc trouve, par-là, foumife aux plus (impies loix du Cal- 
cul numérique , 8c l’Analyfe , même celle de l’infini , réduite à une 
Arithmétique fimple 8c vulgaire , comme on va voir, 

QUARANTE-SIXIE'ME TRAITE*. 

LE CALCUL DES INFINIMENT PETITS , 


LIVRE PREMIER. 

i ... i • . 

Le Calcul Différentiel. 

L A Carattcrijlique comme on dit , ou la marque diftinclivc 
d’une différence , c’eft-à-dire , de la quantité infiniment pe- 
tite dont une ligne croît dans le progrès d’une figure , eft un cl ,, 
qu’on met devant l’expreflion de cette ligne. 

Ainfi dx marque la différence ou la partie infiniment petite 
d’une ligne reprefentée par x : 8c de même dy , du , dz> , Ikc , mar- 
quent les différences des lignes y , u , z , 8cc. 

Les Anglois qui les appellent des Fluxions , les caraclcriftnt par- 



y g Géométrie Transcendante, 

u n point qu’ils mettent au-deffus de la lettre comme au-dciïùs 

d'un i , ainfi x , u , y , i , &c , marquent les fluxions ou les dif- 
férences , pu les infiniment petits de^,*,;,fc,&c. 

Suivant cela , pour prendre la différentielle ou la fluxion , ou 
le progrès infiniment petit d’une ligne , il n'y a qu’à écrire cette 
jicr ne ou fon expreffion avec la Cara&eriftique d , à côté. J’ai la 
ii^ne x , je veux prendre fa différence , j’écris dx. 

°La li me x , confidérée dans un état d'accroiflèment ou de 
Progrès ^ eft x -+ dx , & dans un état de décroiffement , elle eft 

x dx. / 

Or remarquez que dans le Calcul on fuppofe x-+dx, ou x — 
__ * > gc qu’on peut prendre l’une pour l’autre , la quantité 
dx étant comme nulle ôc évanouiffante par rapport à x, & pou- 
vant être ajoutée ou ôtée fans conféquence. 

Si au lieu d’une ligne , il falloit différencier une furface , un 
Rectangle exprimé par «x , dont une ligne a eft confiante , 6c 
l’autre x variable ; il ne faudroit différencier que celle-ci , ôc écrire 
adx , qui marque le Rectangle infiniment mince ÔC linéaire de la 
liane finie a , multipliée parla différence infiniment petite dx de la 
ligne variable x. 

De même la différentielle de ix , ou yx , ou ôte , eft idx , 3 adx, 
6cc. Car les nombres font cffcnticllement déterminez , finis , pré- 
cis , conftans ôc invariables. 

Mais , fi les deux cotez d’un Rectangle etoient variables , com- 
me xv , alors la différentielle complctte en feroit xdy ~+ydx , c’cft- 
à-dire ! deux Rcdangles , dont l’un eft x multiplié par dy , ôc l’au- 
tre y multiplié par dx ; parce que les deux cotez du Rcftangle 
croiilant , la Figure enticre croît félon fes deux dimcnfions x , ôt 
y ; ôc croî’c de la quantité xdy d’un côté Sc de ydx de l’autre côté, 
c’eft-à-dire , croît de chaque cote d un petit Rectangle qui a x 
ou y pour longueur , &c dy ou dx , pour largeur. On en a vu la 
démonftration Géométrique ( Fig. G.&y.) dans la Géométrie de 
l’infini. En voici encore une démonftration Analytique. On peuc 
s'y aider des Figures que je viens de citer. . 

Dans fon état de Progrès la ligne x fe change en x -+ dx , ÔC 
y en y —4. dy ; 6c multipliant x par^ , 6t x -+ dx par y -+ dy , le 
Rectangle entier xy fe change , dans fon Progrès , en xy -+ xdy -+ 
ydx -t- dxdy , donc la différence d’avec xy eft xdy H- ydx. 
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Car on ne tient aucun compte de dxdy , qui étant infiniment 

r tit par deux endroits , n’eft d’aucune confidération par rapport 
xdy y dx , qui n’eft infiniment petit que par une dimenfion. 

Donc xdy -+ ydx , eft la vraye différence du Rectangle xy. Ce 
qu'il filloit démontrer. 

Si les deux cotez du Reétangle étoient égaux , & que ce fut un 
quarré reprefenté par xx , fa différence feroit xdx H- xdx , ou ce 


qui eft le même 1 xdx. 


De forte que pour prendre la différence d’un quarré quelconque 
yy , la Régie eft 1 de le multiplier par fon expofant 1 , ce qui don- 
ne xyy. 1*. De l’abaiflcr d’une dimcnfion , ce qui fait xy. }°. De 
le caraéterifer par la différentielle dy de cette dimenfion réduite à 
fon infiniment petit , ce qui donne enfin iydy. 

Ainfi la différentielle de £z,, eft izjz, -, celle de uu , eft indu 5 
celle de tt , eft 1 tdt &cc. 

La différence d’un corps , dont deux dimenfions font confiantes 
comme abx , eft linéaire *bdx. 

Lorfqu’une feule dimenfion eft confiante comme axy, Iadiffé- 


Enfin lorfque les trois dimenfions font variables comme uxy , la 
différentielle folide eft uxdy — t- uydy —f xydu j & fi les trois dimen- 
fions font égales , comme , la différentielle eft xxdx — t- xxdx 
H- xxdx == ]x-dx. 

De forte que la Régie générale pour les lignes x , pour les 
Quarrcz x 1 , pour les Cubes x> , pour les puiflanccs quelconques 
x* , x'°, x a , eft de les multiplier par leurs expofans, de les abaif- 
fer d’une dimenfion ou d’un degré , & d’y joindre la caratlerifti- 
que i ce qui donne xdx ■=* dx , pour x ; 1 xdx pour x 1 j 3 x l dx 
pour x* , 4 x'dx pour x * , enfin «x* - * dx pour x”. 

La Raifon générale en eft , que le point eft l’infiniment petit 
ou la différentielle de la ligne ,1a ligne ou le plan infiniment étroit 
l’cfl du Plan , le Plan l’eft du folide , le folide du furfolide , &c 
chaque puiflànce fubalterne l’eft de fa puiflànce immédiatement 
fuperieure. 

On ôte donc à la chofc une dimenfion , ou plutôt on réduit 
cette dimenfion x à fà dimenfion fubalterne dx , & on prend cette 

Î iuantité ainfi dégradée autant de fois que la chofe a de dimen- 
10ns variables. 

Car , par exemple , xxdx , n’eft point la différence complété de 
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x’ qui croît non-feulement en longueur , mais en largeur 8c ett 
épaitlèur, de la même quantité , 6c a par conféquent 3 fois x l dx 
pour fon accroiflement entier & en tout fens , 6c eft \x l dx. De 
même la différence de x" n’cft pas x a ~‘dx , mais nx^'dx. 

En fuivant cette Régie à la lettre , il n’y a point de grandeur 
dont on ne trouve la différence ; par exemple , de l’Equation x* 
•H- axy — b xj l — cab == s o , dont il n’y a qu’à différentier cha- 
que terme à part. 

Ainfi Tyx'dx eft la différence du premier x> ( ôc axdy -+ aydx , 
eft celle du fécond terme axy 1 & — 2 bxydy — by l dx eft celle du 
troiiîcme terme bxy 1 , ôc — o ou zéro tout court , eft celle de — 
cab , qui eft toute confiante 6c fans différence. C’cft pourquoi la 
différence entière de l’Equation , eft $x l dx ~+ axdy -+ aydx — 
l bxydy — by*dx i=* O. 

Lorfque les quantitez variables font au dénominateur d'une Frac- 
tion , il faut les mettre au numérateur , en changeant le Signe de 
leurs Expofans. 

Car { = x~' ; ainfi fa différence , félon la Régie , eft — 1 x~‘dx 
sss — Car il faut multiplier par l’Expofant qui eft — 1 né- 
gatif , abaiflèr x -1 d’un degré , ce qui fait x -1 "* = x -1 == -p 
ôc ajouter la Caraéleriftique dx : de même la différentielle de ; 
ss= ux~' , eft — ux~'dx H- x~'du =■ — -p -+ 

On pourroit s’y prendre de cette maniéré en fuppofant , par 
exemple , ï == a , ce qui donne u = xz , dont la différentielle eft 
du — zdx -+ xdz = “t 1 — f- xdz : d’où on tire du — = xdz , 

& divifant par v , =a dx. 

Cette voye Analytique eft admirable pour éviter les difficultez, 
lorfqu’on en trouve dans les opérations. Je dois même remar- 
quer qu’on peut par fon moyen éviter les diffeukez des incom- 
menfu rablcs. 

Car , s’il faut trouver la différentielle de ^ x , je fuppofe y'x 
t= x, j je quarre , ôc j’ai x == zz , je différentie , dx = 1 zdz ; je 
divifepar je fubftituë i\/xau lieu de îa, 6c j’ai enfin 

= dz , qui eft la différentielle cherchée de y' x. 

J aurois pu procéder par la Méthode de M. Newton , de chan- 

1 I_l 

ger y'x en x 1 dont la différentielle , félon la Régie , eft { x 1 

dx 
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Si 


= i = r — r = — r,Sc Ar r_r = x" &c. 

Cette voye eft plus courte pour différentier les incommcnfu- 
tables j elle eft même plus lumineufe lorfqu’on la poflède : la voye 
Analytique eft pourtant plus facile pour les Commençans. 

Ainfi , pour différentier i rx — xx , je la fuppofe at, & 
quarrant les deux membres , j’ai irx — xx = ta. , 8c prenant 
les différences , irdx — 1 xdx = izdz, , 8c divifant par iz, , 

~ Jl lz 1I<Jl = dz. , 8c mettant >/ irx — xx à la place de a , on a 


xx à la place de * , on a 


enfin = dz., qui eft la différence cherchée de y/ îrx — xx. 

Et de cette manière je ne vois point de quantité Algébrique , qu’on 
ne puiffe différentier avec facilité. 

Car les fécondés différences , c’cft-à-dire , les infiniment petits 
des infiniment petits , on les trouve avec la même facilité , 8c en 
fuivant la même Régie que pour les premières. 

Ainfi la différence de dx , ou la féconde différence de x , s’ex- 
prime en mettant un nouveau d devant dx , 8c écrivant ddx , ou 
même d l x j 8c de même la troifiéme différence en eft dddx , ou 
d'n ; la quatrième , 8cc. 

La fécondé différence de xdj eft xddj — f- dxdj ; celle de y ou 
x~'dx , eft x~'ddx — x~ x dxdx , ou . 


On doit, après avoir lû 8c relâ deux ou trois fois cet ouvrage, 
s’exercer beaucoup dans le Calcul des premières différences , fup- 
pofé qu’on veuille s’y rendre profond , avant que de palier à celui 
des fécondés 8c des autres différences. Celui-ci n’eft pas plus diffi- 
cile que celui-là , lorfqu’on poflède en effet celui-là. Il n’y a que 
la complication de l’expreffion,qui rende celui-ci un peu plus diffî. 
cile. 


Un cas qui pourrait embarraffèr , mais qu’il fuffit de remar- 
quer , c’eft que d l x n’eft pas la même chofè que dx 1 ; car d 1 x 
ddx , c’cft la différence de dx : au lieu que dx 1 = dxdx , c’eft-à- 
dire , dx multiplié par dx , ou le quarré d edx , U qu’ainfi la diffé- • 
r.ence de d 1 x , eft d'x , celle de d x eft d*x , 8cc. 

Au lieu que celle de <jx l eft iddxdx qui a lui - même pour fa 
différence i d)xdx — f- id l xd l x. 

Mais ce n’eft qu'en paflànt , qu’il faut voir tout cela , jufqu’à ce 
qu’on ait quelque habitude de le voir 8c de manier le Calcul. 

Temc II. L 
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Chez les Anglois les différences premières , fécondes , troifié- 
mes , &c. fe caraderifenc par le nombre des points j x eft une 

première Fluxion ; x une féconde j x une troiiiéme j du refte le 
procédé du Calcul en eft le même. 


LIVRE II. 

Du Calcul Intégral. 

L Es Anglois l’appellent la Méthode inverfe eu réciproque des 
Fluxions. Il eft par rapport au Calcul différentiel ce qu’eft la 
multiplication par rapport a la diviiîon. 

Car par le Calcul différentiel on réfout une quantité en fes 
derniers Elemcns , le Solide en Plans , le Plan en Ligne , la Ligne 
en Points j au lieu que par l’intégral s on exalte le point en ligne, 
la ligne en plan , le plan en folidc : l’un eft donc précifémcnt le 
revers ou le retour de l’autre. 

Ainfî la Régie générale du Calcul différentiel étant i°. De 
multiplier par l’expofant de la puiflànce variable , x°. De l’abaiflèr 
d’un degré, 3 0 . De multiplier par la Caradcriftique ( la Régie 
du Calcul intégral eft i°. D’effacer cette Caraderiftique, ^.D’aug- 
menter d’une unité l’expofant , 3°. De divifer par cet expofant 
ainfî augmenté. 

C’eft pourquoi l’intcgrale de dx , eft x , celle de adx eft ax j 

celle de ixdx eft = x 1 j celle de ^x 1 dx , eft x’ 5 celle de x x dx 

eft ~ ; celle de ou x~'dx , eft — ix - * -1 " = — j : celle de 

1 dx -i * î. 

yi ou x l dx eft ix l , car — ÿ -+ 1 = ; , & divifant x 1 par y il 

faut renverfer la Fradion , 5c multiplier par \ ou par 1. 

Mais , lorfque la différentielle aplus d’un terme , comme xdy 
ydx , la chofe eft un peu plus difficile j mais avec un peu d’ufa- 
ge & de tâtonnement , on en vient à bout; & on comprend bien- 
tôt ici que l’intcgrale eft xy , ce qu’on vérifie en prenant fa diffé- 
rence xdy -+ &c , qui eft la même que la propofée : de même 
uxdy — f uydx -+ xydu , a pour intégrale uxy. 


Digitized by Google 




Le Calcul des Infiniment petits. 83 

Cela n’eft pas le plus difficile; non plus que de trouver l’integrale 
de adx —k-ydy — f bd» dont chaque terme fait fa différence 6c a fon 
intégrale à part ; de forte quelle cft ax — f '-y 1 H- bu. 

Le difficile eft , lorfque les quantitez variables 8c leurs diffé- 
rences , font mêlées 8c multipliées enfcmble d’une maniéré un peu 
peu compliquée ; de forte meme que fouvent on n’en fçauroit ve- 
nir à bout , fi ce n’eft par approximation. 

Dans ces cas difficiles , il faut avoir recours à l’Analyfe , 8c mê- 
me un peu au tâtonnement , que l'ufage 8c le difeernement naturel 
peuvent rendre plus ou moins feientinque. 

Par exemple, j'ai la différence complexe 8c très -compliquée 
^ 0nt *1 s'agit de trouver l’integralc. Après l’avoir bien 

confiderée , je fuppofe que c’eft y/ ax — xx , 8c quelle eft — z.. 

Je l’éleve au quarré ax — xx =s zz, , j’en prends la différence 
pour voir fi elle eft la même que la propofée , 8c j’ai adx — ixdx 


==» xzdz., je divife par xx. ou par fa valeur i\/ ax — xx, 8c j’ai 
= * , qui n’eft pas tout-à-fait la même que la propofée. 
Mais elle en approche allez , pour qu’un peu d’ufage me fàflè 

connoître que, fi au lieu de \/ ax — xx, j’avois fuppofé x \Zax-—xx 
ou \/ax* — x 4 = z . , j’aurois trouvé dz. — la même 

que la propofée , dont par conféquent y4ix> — x 4 eft la vraye in- 
tégrale. 

Pour peu qu’on ait d’ufàge de ce Calcul , il cft difficile qu’a- 

[ >rès quelques tentatives on ne découvre l'integraie exaéle , toutes 
es fois qu’elle peut fe trouver. 

Mais Tes incommenfurables font un obftade éternel à l’exa&i- 
tude Géométrique , 8c alors il ne faut plus penfer qu'à approcher 
à l’infini > ce qui fuffit toujours dans l’ufage , 8c forme meme un 
amufement agréable pour l’Efprit qui , fans ces difficultcz , tom- 
beroit dans une inaéfion ennuyeufe êe peu digne de lui. 

Or , dès qu’il s’agit d'incommenfurabîes , il s’agit auffi d’appro- 
ximation , 8c de Sériés infinies. Car encore une fois les Géomè- 
tres ne veulent jamais en avoir le démenti , 8c ils vont volontiers 
contre le torrent. Ils ne peuvent atteindre , n’importe , ils peuvent 
approchera l’infini , ils approchent donc à l'infini ; voici comment. 

L ij 
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Ils ont , par exemple , la différentielle ^ c î u 'il n’eft pas 

Î ioüible d’integrer exactement fans quarrer le Cercle , comme on 
e verra dans la fuite. 

Pour convertir cette quantité en Sérié , il faut en faire difpa- 
roître l’exprcflîon incommenfurable qui embaraflc. 

Pour cela ils fuppofent \/ 1* — xx = * : & quarrant chaque 
membre , iis ont ix — xx = " , &C 1 — x — ^ } &c xtt — xtt == 
x,Jci«sa* 4 x#,x= 1 j & en différenciant^* *=j &c y 

ce qui enfin aboutit à 

C’eft donc cette différentielle transformée qu’il faut ré- 
duire en Scrie , pour l’integrer. Or il n’y a , comme nous avons 
dit ailleurs , qu’à divifer dt par 1 — f // ; ce qui donne la Sérié dif- 
férentielle dt — ttdt -+ t*dt — t b dt -f &c. dont il n'y a qu’à 
intégrer chaque terme. 

Le premier dt z t pour intégrale : le fécond — ttdt a — ^ : le 
troifiéme t*dt a j 8cc. 

Ainfi l’integrale complette eft / — *- -+ ^ — l -’ -+ £ &c , dont oit 

approche à l’infini en fuivant la même Analogie des Expofans Sc 
des Divifcurs impairs. 

On pourrait immédiatement fans transformer la différentielle 

propofée en changer \/ix — xx en une Scrie , élevant xx 
— ** à la Puiflànce j par le moyen de la Formule générale que j’ai 
donnée dans 1 Algèbre -, ce qui reviendrait au meme, du moins 
pour l’ufage , je dis l’ufage &. la pratique de la vie , & non celui du 
Calcul Car le Calcul eft plus Ample & débaraflë , en prenant / à 
la place de -7-^— . 

r yn-f n 

Mais cela n’eft bon que fur le papier ; car s’il étoit queftion de 
réalifer cette Série t — y &c, & de mefurer le Cercle par cette voye, 
il faudrait toujours fubftitucr à la place de / (à véritable valeur. 
Cependant comme tout ceci n’eft que fpécuîation & jeu d’efpric , 
il eft mieux de Amplifier les exprdlions & d’en écarter les Radi- 
caux. 

On pourrait auffi s’y fervir des Séries indéterminées , comme 


I 
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dans toutes les autres Approximations. Cette maniéré eft même 
allez néceffaire , lorfqu’il s’agit de réfoudre une Equation indé- 
terminée qui contient diverfes différences ; comme dx-+ydx — dy 
mo. 

Comme je ne veux omettre rien d'important dans toute la Geo- 
metrie , foit tranfeendante (oit autre , je dois donner ici un exem- 
ple de la réfolution de ces fortes d’Equations. 

Voulant trouver la valeur de x , dans l’Equation précédente 
dx-b&cc, je la divife par dy , 8c j’ai -+ ^ — i = o. Cela fait , 
je fuppofe , x=s ay -+ bf~\- cy'—± Sec : j’en prends la différence dx=> 
ady~+ ibydy -+ }cy x dy -+ 8cc. 

Je divife par dy,Ô£)'ii ^ — 4 -+ ii;-+ }cy l — b 8cc 5 8c & =say 
-+ dby 1 8cc : d’où je tire enfin de la maniéré ci - deffus expliquée , 

* —J — r f -+• t7’ “ h)' -+ &c - 

Remarquez au refte , pour élever cette Théorie des Sériés auffi 
haut qu’il eft pollîble , qu’au lieu de fuppofer la Sérié ay -f by x 
— i •</’ 8cc , on pourroit (uppofer af — f (/“"‘-f r/’"**’ -+ 8cc. Ce 
qui rend les Expofans de / auffi indérerminez que fes Coéfficiens. 

Or l’opération même doit les déterminer les uns 8c les autres, 
avec cette différence , que la détermination des Expofans eft 8c plus 
prompte 8c plus facile , fe faifant dès les deux premiers termes. 


LIVRE III. 

Du Calcul Exponentiel 

T OUTE puifïàncc Algébrique , ou même toute grandeur Algé- 
brique pouvant être repréfentée comme affe&éc d’un Ex- 
pofant , peut etre appellée Exponentielle ; par exemple , x° ou d x , &C 
même x 1 , 8c même i oux°, font des quantitez exponentielles^ 
On n’appelle cependant de ce nom , d’après M. Leibnitz, pre- 
mier inventeur de ce Calcul , que les quantitez dont l’expofant eft 
indéterminé 8c variable , comme/* , ou x* : car on a élevé jufques- 
là la généralité , l’indéccrminatipn 8c l’abftracbion de l’Algèbre. 

Il faut rappeller qu’on fe fert des lettres 4 c r 8ce. pour re- 
préfenter des grandeurs déterminées 8c connues, fie que les nom* 
bres i , x , 3 , 8cc , à plus forte raifon , ont uqe valeur finie 8c im» 
muablc j mais que les lettres x , y , u , x, , 8cc , reprefèntenc des gran- 
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deurs indéterminées , changeantes , conçues même comme chan- 
geantes 8c dans un état de variation , d'augmentation , de dimi- 
nution, 8cc. 

Cela n’a rien de fort difficile à comprendre } 8c fuivant cela x l , 
x 4 , x* , 8tc. font les pu illances fécondés, quatrièmes, en un mot 
déterminées de x indéterminée. 

Car dans x* , la quantité x peut bien changer & devenir plus 
grande ou plus petite j mais quelque changement qui lui arrive 
dans fa grandeur abfoluë , le uegre de fa Puiflance eft toujours a. 

Au lieu que dans y x , non feulement la ligne 7 eft regardée com- 
me mobile 8c variable ; mais le degré de fa puiflance l’eft auffi : 
8c comme; repréfente tantôt un , tantôt deux, tantôt trois, 8cc. 
pieds , de même fon expofant x repréfente tantôt le fimple, tan- 
tôt la Racine , tantôt le quarré , tantôt le Cube 8cc. de y. 

Cela rend cette ^ indeterminément indéterminée , 8c même quel- 
quefois indeterminement indeterminément indéterminée : car on por- 
te l’indétermination à tous les degrez qu’on veut , 8c y "marque 
y non feulement indéterminée, mais élevée à un expofant x elevé 
lui-même à un expofant u indéterminé. 

Or il ne faut pas fe forger des fantômes de tout cela. Car , par 
exemple , a* marque que i eft élevé à la troifiéme puiflance ou au 
Cube , 8c qu'ainü z‘ *= 8. 

Et z* , marque que z. eft élevé à la quatrième puiflance de 3 , 

c’eft-à-dire , à la quatre-vingt-unième puiflance , 8c que z’ = z 8 '. 
Car 3x3 = 9, 3x9 = Z7, 3 x Z7 = 8 1 , 8c 8 1 , eft la quatrième 
puiflance de 3. Cela n’eft pas inintelligible. 

Or tout ce qu’il y a de particulier dans cesExponentiellesy'ou x*, 
c’eft que les expre/Oons^ , x , u , font indéterminées , 8c repréfen- 
tent non un tel ou nombre en particulier , mais tout nombre ou 
toute quantité en general , fans au refte en exclure aucune. Car 
on peut fubftituer des nombres 8c des quan tirez déterminées à 
chacune de ces lettres , pour les déterminer à tel cas particulier 
qu’on voudra. 

Cclafuppofé , voyons comment on peut appliquer à ces quan- 
titez toutes les réglés de Calcul , qu’on applique aux quantitez 
déterminées ou qui font Amplement indéterminées. C’cft à l’aide 
des Logarithmes 8c du Calcul appellé Logarithmique , qu’on fait cette 
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application. Rappelons donc un peu nos principes là-defïùs. 
Le grand fecret des Logarithmes , confine à faire par addition 


Le grand fecret des Logarithmes , confilte à faire par addition ou 
parfouftraction fimplcs ce qui , fans leur fecours , devrait fe faire 
par multiplication, par divilion , par exaltation ou par extraction. 

Au lieu de multiplier a par b , j’ajoute Amplement le Loga- 
rithme de a à celui de b , & j’ai la -+lb } c’eft - a - dire la fomme 
de ces deux Logaritmes , égale au Logaritmc du produit ab , de a 
par b : ainfi h -+ 1 $ — 1 1x3 = 16 } c’eft - à - dire , le logaritme 
de a. ajouté au logaritme de 3. eft égal au logaritme de 1 fois 3 ,ou 
6 . De même lx-+ly=a Ixy. On voit que / eft la cara&eriftique de 
ce Calcul , comme d l'eft du Calcul différentiel. 

Parla même raifon lx • — ly —lj, c’eft-dire le logaritme de x 
moins celui dey eft égal au logaritme de x divifé par y : en effet 
à l’aide des logaritmes, la divifion fe change en fouftraction , 6c 
au lieu de divifer une quantité par une autre, il n’y a qu’à ôter 
le logaritme du divifeur, du logaritme du dividende. Ainfi h — 

h =/f- 

Suivant cela/x -+lx=!xx ou ilx*=x!x % ,c’eft-à-dire le logaritme 
du Quarrédcx eft égal au double du logaritme de x ; 6c pour 
élever x au Quarré x 1 , il n’y a qu’à doubler le logaritme de x , 6c 
écrire ilx qui fignifie deux fois le logarithme de x. De même lx 
r+lx-+!x , c'eft-à-dire, 3 lx=Jx> -, 6c 4 /x=/x + , 6c 10 lx=/x '° , 6c 
en general nlx—lx \ 

C’eft-là tout le nœud du Calcul exponentiel, xly as» ly ' , 

*** 

Ij y iC ulxly=tly . 

C’eft comme fi ayant d 1 j’écrivois i/d=/a I , & ayant a'' , j’é- 
crivois 1 Ua , ou ■> > lila=ld' i . 

De forte qu’ayant une Equation exponentielle^ *i= , rien n’eft 

plus facile que de la changer en logarithmique xly=zJu } &cy'*—u l 
eax'ly=a&lu, 6c celle-ci en x/.y-+//)=/z, -\-llu. 

Car xlx -+llys=s.lx x ly i c’cft-à-dire le logaritme de x x multiplié 
par ly , eft égal aux deux logaritmes de x x 6c de ly ; Or le logarit- 
me de x eft xlx , 6c celui de ly eft lly , le logaritme du logaritme 
dey. 

Cela fuppofé , on applique aux quantitez exponentielles, trans- 
formées en logaritmiques , tout ce qu’il y a de plus élevé dans les 
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Calculs de l'infini, foie différentiel foit intégral , & même tout 
l'art des Sériés. 

Mais , avant que d’aller plus loin , il y a un principe fondamen- 
tal , qu'il faut voir d'un coup d’œil en paflànt ; fçavoir , que la 
différence d’un logaritme , par exemple, dix , eft egaieà la diffé- 
rence de x divifé par x ; c’eîl - à - dire dlx==^-, & par conféquent 
l’intégrale de d f eft égale à Ix , c’cft-à-dire , au logaritme de x . 
Pour établir ce principe , je n’en irai pas chercher bien loin la 
démonftration -, l’idée des logaritmes me fuffit. 

Ces logaritmcs font en Progreflion Aritmétique, tandis que les 
nombres ou en general lesquantitez qui leur répondent & dont ils 
font les logaritmes , font en Progreflion Géométrique. 

Or dans la Progreflion Arithmétique, les quantitezfe furpafïent 
toujours du même excès , c’eft-à-dire encore , n’ont point de fé- 
condes , ni d’autres différences , au lieu que dans la Progreflion 
Géométrique les différences font des Progrès , qui ont leurs Pro- 
grès 8c leurs différences à l’infini. 

Soit conçuë une Progreflion véritablement Géométrique & con- 
tinue, de lignes qui fe lurpaflént fucceflivement d’im excès infini- 
ment petit. 

Par ex : foit la première x , dont la différence étant , la fécondé 

ligne fera x-Wx dont la différence étant dx-+ddx , la troiliéme 
ligne fera x-+dx—t-dx-+ddx , la même que la fécondé augmentée 
de fa différence : n’allons pas plus loin. 

Ces trois quantitez x ,x~+dx ,x-+ idx — f -ddx , font en Progref- 
fion Géométrique , & conféquemment le produit des extrêmes 
eft égal à celui des moyens , c’eft-à-dire , au quarré de la moyen- 
ne j donc xx -f ixdx -+ xddx*szxx-+ixdx-+dx x . 

Effarant donc de chaque côté les quantitez communes xx — {• 
zxdx , il refte xddx=dx x , d’où réfulte cette Analogie x -.dx-.: dx : 
ddx. 

Donc s?. C’cft-à-dire que la différence dx eft à fon inté- 
grale x, comme la différence ddx eft à fon intégrale dx. 

Donc dans la Progreflion Géométrique les différences font conf- 
tamment proportionnelles à leurs intégrales , &c le Rapport 4* eft 
un rapport confiant , comme les différences de la Progreflion 
Arithmétique, c’eft-à-dire, des logaritmes correfpondans, fontconf- 
fantes. 

Donc , pouvant prendre pour logaritmes d'une Progreflion 

Géométrique , 
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Géométrique, telle Progrcffion Aritmétique qu'on veut & dont la 
différence toit telle qu’on veut , pourvît qu’elle foit .confiante , 

7 peut fervir de différence logarithmique à lx, fie efl fa différentielle 
logarithmique naturelle. 

Donc on peut fuppofer 8c rendre véritablement ~—ilx fie lx 
= 5.7-. Remarquez que cette S. qu’on met devant une diffé- 
rence , fignifie caraélerifliquement la fomme ou ['intégrale de cette 
quantité , 8c que S. dx=ax. 

Sur ce grand Principe dont voilà la démonflration à priori, on 
différcnticra 8c on intégrera toutes fortes de quantitez exponen- 
tielles. 

Par exemple pour différentiel on le fuppofera = «,d’où on tirera 
xlp=l» ; dont la différentielle efl lydx~+xdly=dlu , ou lydx — ► 

’^=7=^: ce qui donnera enfin du=y' Ijdx—i-'îf 1 ou y' lydx — 

*y'~' dy~ d*- Car Ç = y*-'. . . t 

Je ne donnerai point d'autre exemple de ces différentiations 
d’ Exponentielles c c’en efl aflèz en rigueur pour ceux qui veu- 
lent içavoir la chofe à fond; c’en efl peut-être trop pour les au- 
tres. Pour ce qui efl des intégrations, elles font le .revers précis 
des différentiations. ... # 

J’ajouterai néanmoins , pour éviter les trop grands tâtonnemens , 
que pour intégrer par exemple : xlxdx il n’y a qu'à prendre une 
intégrale indéterminée comme Ax l lx — f-ffx 1 , dont on détermi- 
nera les Coefficients , 8c même , fi on vouloit , les Expofans. 

En prenant fa différentielle lAxlxdx -+• Axdx - f iBxdx , 8c la 
fuppofant=x/.v^x donnée, d'où comparant terme homogène à 
terme homogène , on tire iAxlxdx=.xlxdx , 8c iAx=* 1 ,8c Aa=* 
8c enfuite Axdx ~+iBxdx<=*o , 8c A =^ — i B ==\ , 8c B= — i. 
De forte que l’intégrale de xlxdx , efl 7. xV.v— 7 x x , dont.cf* 
feclivement la différentielle efl xdxlx — f ^ * l dlx t —'- xdx=* xdxlx 

— f — x xdx = xlxdx —h j xdx -’-i xdx => xlxdx : un coup 

d’œil pour tout cela. • 

Pour le moins , on peut trouver l’intégrale 8c même la diffé- 
rentielle de toutes fortes d’Exponenticlles , par le moyen des Sé- 
riés infinies qui font toujours notre derniere refïburcc, pour ap- 
procher de ce à quoi nous ne pouvons atteindre. 

Toute la. difficulté fe réduit à trouver l’intégrale de 7 = dix. 

Tome II. • M 
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Ce qui efl bien facile en convertiflam xen i-txoa i— x dont 
k différence cft toujours dx , ou — dx : de forte qu’alors 7- eft con • 
vertie en on — 

Or r^TT cil facile, à transformer en Sérié par la divifton de dx 
par 1 — f .v : ce qui donne la Série dx — xdx —¥x t dx — x'dx &c. 
dont 1 intégrale eft x — a’ — jx+-+ jx*8cc. ou bien divi- 

fant dx par 1 — x 8cc. 


RE'C AP ITU LOTION DU CALCUL, DE L' A R T, 

' çr de lente i'Ana/jji de t Infini. 

V Oilà en peu de mots, plutôt qu'en abregé , tout le- Calcul , 
tout l’Art , toute l’Analyfc de l’infini.Gar les détails mêmes 
font renfermez très-immédiatement dans les principes & dans les 
méthodes que je viens de donner. De foeteque quiconque poflè- 
dcfalcpcu que j en donne,nc trouvera rie rude fort nouveau ailleurs. 

Or , pour pofleder ce peu , il n’cft pasiqùcftion de (è donner 
la torture toi de dévorer aucune forte de difficulté. Si quelque 
chofc arrête, je confeille de palier outre fans s’obftincr le moins 
du monde. Trois lectures libres 8c aifées valent mieux que des 
années de méditation. - . . 

Ceux qui ne veulent detout cela qu’une teinture fuperficielle 
n'ont bdoin que d’une lecture : ceux qui afpirent à une certaine 
médiocrité , n’ont qo’à lire deux fois j mais trois ou plufienrs le£tu- 
res font néceflàtres a ceux qui vifent à la profondeur. 

Le Calcul exponentiel ou en general le Calcul des infiniment pe- 
tits , eft-ce qu’il v a de plus haut dans tout le calcul. Mais à quel- 
que hauteur qu’il s’élève, l’Arithmétique la plus fimple lui ferc de 
Bafe & de Clef generale , &c tout n’y eil qu’addition 8c fouftrac- 
tion, multiplication 8c divifion, exaltation 8c extraction. 

Le But de la Géométrie étant de mefurcr , 8c de mefurer par le 
Calcul ; 8c même par le Calcul numérique ( car on ne mefurc dis- 
tinctement que ce qu’on nombre ) la difficulté jufqu’ici inlurmon- 
table de mefurer le Cercle, 8c de nombrer les grandeurs incommcn- 
furablcs , à obligé l’Arithmétique de s’élever à un Calcul general r 
Algébrique 8c Analytique , 8c à toutes les fublimitczdc l’Analyfc de 
l’infini. 

C’eft par la méthode Carteficnnc des indéterminées, 8c par la mé- 
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thode des Pragrejfions 8c des P rogrh infinis , inventée par Grégaire Je 
fitint Vincent , & infiniment perfectionnée par les Wallis , les New- 
ton , les Leihnis , les BcrnonMi , que les Géomètres ont mis l’Arith- 
méciqué au niveau , 8c prefque au-deflfus des difficulté! des Qita- 
dratures 8c des incommenfutables , fi toutefois ces deux difficulté! 
ne font pas la même difficulté , au moins jufqu'ici. Dc-là toutes ccs 
Méthodes d’ Approximation 8c d'Exhauftion , 8c tous ces Caleuls 
différentiel , intégral , 8c exponentiel. 

On ne peut pas tout mefurer, on peut encore moins tout nom- 
brer. Mars il n'y a que la parfaite cxa&itude Géométrique 8c fpé- 
cularivequi manque. Cardans l’ufagc on mefure 8c on nombre 
toutes chofes, à un infênfibleprès; 8c dansla fpéculation mêmeon 
rend cet infcnfible prefque infiniment petit , infcnfible pour l’Efprit 
même , en un mot aufli infenfible qu’on veut. 

Le dernier réfultat à quoi il faut s’attacher dans tout le Calcul, 
c’eft de faire d’abord quelques tentatives , telles que le premier coup 
d’œil les fuggcrc , prenant un Quotient, ou une Racine arbitraire , 
fi c’cft une divilion ou une extraction qu’on veut faire -, prenant une 
intégrale ou une Série indéterminée, fi 8cc: 8C réfolvant par ce 
moyen la Qucftion , l’Equation , le Problème , exactement ou par 
approximation. 

Il eft inconteftable qu’on a quelques réglés fifres pour ces opéra- 
tions; or je ne crois avoir omis aucune de ces Réglés; mais il n’eft 
pas moins inconteftablequ’on n’a passes Réglés peur chaqtredé- 
tail d’opération , 8c que l’application des Rcgtes au moins eft une 
affaire de génie 8c de difeernement , 8c parconféquentdeccqu’on 
appelle cherche 8c tâtonnement. 

La méthode des indéterminées , qui eft celle même de PAnalyfè , 
8c qui régné dans toute celle de l’infini , n’cft à le bien prendre, qu’un 
tâtonnement un peu déguifé , dont on peut ulêr dans la plus fimple 
Arithmétique. 

Car fuppofons que je veuille extraire la Racine de 64 , je com- 
mence par imaginer que cette Racine eft 7 : je multiplie -r par 7 , 
ce qui fait 49 plus. petit que 6 4 : je prends 9 que je multiplie 8c 
j’ai 8 t , qui eft trop grand ; d’où je eoncluds que 8 eft la Racine 
cherchée; multiplie effectivement par lui-même, fon produit eft 
6 4, mais on peut déguifer ce tâtonnement en une forte d'Ana- 
lyfc. 

■Je fuppofe 7 -f x égale à la Racine cherchée de 64 : donc l’é- 

M ij 
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levant au quarré49— 4 14X - 4 x* = 64, 8c xx — 4 14X-4 49 — 
64 «= o, ou xx -4 1 4X — 1 5 =» o. 

11 n’y a donc qu'à réfoudrc cette Equation en y fubftituanc di- 
vers nombres à la place de x, jufqu’à ce que la fubftitution donne 
Zéro. Cela arrive en fubftituant ici 1 , qui détcrmine*i’équation 1 
—4 1 4 — i j = o : d'où je concluds que x = 1 , 8c 7 — 4 x = 8. 

On ne doit donc faire aucune difticulté.d’ufer d’un tâtonnement 
qui ne laifïè pas d'être éclairé 8c dirigé par des régies lumineu- 
les 8c invariables. On auroit beau vouloir profcrire ce tâtonne- 
ment , il eft écrit que pour trouver il faut chercher j or tâtonner 
n’eft que chercher. 

Je dirai même plus } le tâtonnement eft dureflort du génie , les 
Régies font une eipece de Méchaniquc dont les Efprits du plus 
bas étage font capables. 

Les Brutes font capables de Régie 8c de discipline : il n’yaque 
1 homme , 8c l’homme intelligent qui puifle , (ans fc borner au pré- 
fent qui le frape, foiiiller dans l’avenir , comprendre ce qu’il ne 
voit pas , imaginer ce qui eft poiïîblc , ouvrir de nouvelles Car- 
rières , frayer de nouveaux fentiers. 

Les fors ne font pas de grands tâtonniers , dans le fens que je 
le dis ici ; ils ne fçavcnt que jouir de ce qu’ils trouvent , fans le 
chercher : car Dieu eft bon , 8c fa Providence s’étend jufqu’aux 
infectes les plus rampans. 

Dans tout le Calcul , nousn’àvons proprement que trois Régies, 

r ur lefquelles il ne foitbefoin d’aucun tâtonnement j l’addition „ 
fouftraction 8c la multiplication , en y comprenant l’exalta- 
tion. 

Mais dès qu’on vient à la divifion 8c fur tout à l’extra&ion , il 
n’eft prefquc plus queftion de Mémoire , 8c c’cft à l’cfprit de pen- 
fer , de combiner , de chercher. Plus les opérations font compli- 
quées, plus elles demandent de recherches, de tentatives, de tâ- 
tonnemens. L’ufagc en retranche cependant beaucoup; parce qu’il 
éclaire fur une infinité de petits détails d’opérations, qui arrêtent 
long-tems un apprentif. 

Ce qu’il y a de plus merveilleux , c’eft que les Approximations 
infinies qui fcmbleroient derrçander des recherches immenfes pour 
approcher d’une chofedans le fondintrouvable,ontdes Régies fort 
(impies 8c des opérations fort régulières. 

De maniéré que lorfque par les Méthodes ordinaires , ou par 
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celle des Cafcades , ou mieux par quelques petits tâtonnemens 
on a trouvé que la Racine ou telle autre grandeur cherchée, eft: 
incommenfurablc , ou enfin introuvable, 8c qu’il n’eft plus pofli- 
ble que d’en approcher à l'infini , on peut dire que dès-lors elle 
eft comme tombée en régie , fit qu’on n'a qu’à le vouloir, pour 
approcher de plus en plus a l’infini. 

Ces Approximations Sc les Séries qui en réfultent,fontun des 
plus beaux morceaux de l’Analyfc de l’infini. L’autre morceau qui 
roule fur le Calcul des infiniment petits , principalement le Cal- 
cul intégral Sc l’Exponcnticl ne peuvent le palier de ces Séries , 
ne pouvant le plus fouvent s’achever que par approximation , fie 
pouvant toujours s’achever par-là. 

' De forte que les Séries font la bafe , Sc font prefquc tout le fonds 
de P Analyfc de l’infini. 

Dans l’Art de ces Sériés, outre bien d’autres petits artifices qui 
fervent à les former ou à les épuifor, deux Méthodes font de con- 
féquence : l’une purement Arithmétique , eft celle qui transforme 
par une divifion fucccflive une Fra&ion comme ^cn une Série j 
— j ficcj après lui avoir premièrement donné cette forme 
TrépT ou celle-ci ou ôcc -, transformation qu’on peut appliquer à 
tout nombre comme 4 , après l’avoir aulfi transformé en Frac- 
tion , comme 4 -é~ = y- =3 4 , ou en telle autre forme. 

La fécondé, qui eft toute Analytique, eft celle des Sériés indé- 
terminées. Elle fert principalement pour réfoudre les Equations 
indéterminées , 8c toutes celles dont les Racines incommcnfura- 
bles ou trop compliquées , trop irréductibles , ne peuvent fe ré- 
foudre que par approximation. 

Elle lcrt auffi pour trouver les intégrales approchées , lorfqu’el- 
les ne peuvent fe trouver exactes -, fie le Calcul infinitefimal des 
quantitez exponentielles ne vagueres que par-là. 

J’infiftc volontiers fur tout ce qui regarde les Sériés s parce que 
la Géométrie n’a rien de plus amufanc , de plus brillant , de plus 
élevé. 

De forte qu’on peut dire que c’eft-là prefque tout le fonds de 
ce qu’on appelle la Géométrie moderne des Newtons , des Leibnis , 
des Bernoulli , des l’Hôpital , à Ja tête defquels je mets , pour le 
tems 6c pour une certaine primeur d’invention , le célébré Gré- 
goire de faint Vincent. Je regarde d’ailleurs la doétrinc générale des 
Séries, comme le fonds fohde delà Géométrie la plus (impie 6c la 
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Î lus ufucllc. Car il eft beau dans la fpéculation de mefurcr les 
iiTiucs avec la dernière juftefte Géométrique. 

Mais, outre que cette fpéculation cft en défaut pour le Cercle 
Se pour bien d’autres figures inénarrables ou rrrelfifables , il eft de 
fait que dans l'ufage de la vie, l’imperfeCtion de nos mains, de 
nos yeux , de nos organes , 6c de cous les inftrumcns dont nous 
nous fervons, nous fait rabattre beaucoup de cette juftellc fpé- 
cularivc 6c abftraitc -, de forte qu’il n’y a pas de figure fi fimple 
que nous puilfions mefurcr , fi ce n’efr à peu près ôc par appro- 
ximation. 

Or alors il faut approcher le plus qu’il cft poflible , 6c c’eft pref- 
que uniquement fur l’art de l’approximation que doit rouler le 
travail des Géomètres. Car on auroit beau dire , que cet Art des 
Géomètres cft tout abftrait, 6c fans conféqncncepour la pratique j 
puifqu’on pourroit dire la même chofe de toutes les autres fpé- 
culations Géométriques. 

Mais je ne fuis pas tout-à-fait de l’avis de ceux qui croyent les 
lumières qui régnent dans un Siècle, fans utilité pour les Arts. 
Plus les Sçavans font éclairez dans leurs Cabinets , mieux les 
Artifans travaillent dans leurs laboratoires. Le Commerce des uns 
aux autres, n’eftpasfi peu établi qu’on le croiroit. 

Ce qu’il y a de vrai , c’eft que le même fiéclequi a perfectionné 
les Sériés 6c les Approximations fpéculatives , a perfectionné les inf- 
trumens , les Outils , les Lunettes , les Microfcopcs , les Machines 
de toutes les fortes, c’eft- à-dire les Approximations pratiques} 6c 

2 ue le même efprit qui règne, produitles mêmes effetsfurlcsdivers 
ijets , foit que i’efpritd’approximation , c’eft à-dire de perfection , 
ait paiïê du Cabinet au Laboratoire , ou du Laboratoire an Cabinet 5 
& qu’enfin le Commerce eft réciproque , 6c que tous les Arts 8c les 
Sciences fe donnent la main. 

Paftbns à la Science des Courbes , elle a quelque chofe de moins 
abftrait 6c de plus amufant encore que tout ce Calcul, 
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SECONDE PARTIE DE LA GË’OMETRIE 

Transcendante. 

La Science des Courbes. 

A Quelque brièveté que je vife ici plus que par tout ailleurs , je 
tâcherai à nerien'omettre de néceffâire, non-feulement à ceux 
qui voudroient aller plus loin, mais à ceux mêmes qui voudraient s’y 
borner , &C fe rendre profonds néanmoins dans cette belle partie , à 
l'aide de ce feul livre. 

Suivant la divifîon propofëc dans les premiers Développcmens 
je vais donner d'abord une Analyfc générale & comme la Méta- 
phyfique Géométrique 8c Algébrique des Courbes , pour avoir 
droit de glifler enfuite légèrement lur un certain détail , fansrica 
omettre d'eflcnriel &c de vraiment feientifique. 

Je commence par PAnalyfe Géométriquedc la Conftitution des 
Courbes , je traiterai enfuite Algébriquement de leurs Affrétions. 

QUARANTE-SEPTIEME TRAITE’ 

ANALYSE GE'O ME’TRJQUE 
de U Conftitution generale des Courbes. 


LIPRE PREMIER. 

De leur Courbure. 

1 °. DE LA COURBURE PRIMITIVE ET ABSOLVE. 

L E Cercle eft le modelé non-feulement des Strions coniques , 
mais de toutes fortes de Courbes ; 8c à bien prendre les cho- 
ies dans leur principe & dam leur nature intime, il n’y a d’autre 
courbure que la circulaire. 
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Il faut rappeller 8c déformais bien comprendre , qu’il y a des Cer- 
cles de toutes les grandeurs 8c de toutes les courbures. Car , félon 
que le Rayon cft plus ou moinsgrand , lacourburîcftplusou moins 
petite; un grand Cercle ayant une petite courbure, 8c un petit 
cercle en ayant une grande , toujours en raifon réciproque des 
Rayons. 

Car , la courbure étant égale dans le total de chaque Cercle , 
8c les circonférences étant comme les Rayons ; il eft clair qu’un 
Cercle dont le Rayon , 8c par çonféquent auflï la Circonférence 
eft double d’un autre , a deux fois plus de parties pour fupporter 
la même courbure, 6c qué par conséquent chacune de les par- 
ties cft deux fois moins courbe. 

Du refte , la Courbure n'étant qu’un Pli, un Angle, ou fi l’on 
veut une fuite de Plis ou d’ Angles ; quelque forte de Plis ou d’An- 
glcsqui forment une ligne courbe quelconque, il eft clair qu’on peut 
taire un Cercle, dans Te contour duquel règne par tout le même 
Pli ou le même Angle, qui régné dans un point quelconque d’une 
Courbe quelconque. 

Pour bien comprendre ce point , qui n’cft pas un des moins 
importansde la Géométrie , il faut connoîtreunc propriété carac- 
tériftiqucdu Cercle. 

Cette propriété circulaireeft , que ( Fig. 8 J toutes les lignes CA, 
CB , CD , Scc , tirées du centre C , à la Circonférence , lui font 
perpendiculaires ou , ce qui va au même , font perpendiculaires 
aux Tangentes tirées dans ces points A, B, D. 

Cela cft évident, à caufe de l’uniformité parfaite du cercle , 
qui s’éloigne ( de part 8c d’autre du point A) egalement de la Tan- 
gente en ce point, 8c dans to.us les autres points. 

Au lieu que dans toute autre courbe, par exemple : dans l’Ellipfc 
(Fig. (/. ) il va bien à la vérité quatre points G , K , , R , S , aux 
extrémités des deux Axes, où les Rayons HG , HK , HR , HS , 
font perpendiculaires à la Circonférence ou , ce qui va au même , 
aux Tangentes tirées en ces points. 

Mais dans tout autre point J, le Rayon HI n’eft point perpen- 
diculaire à la Tangente ni à la Courbe, à caufe de l’inégalité des 
Rayons qui du côté V du point I font plus courts que HI , 8t de l’au r 
tre côté vont en augmentant } ce qui fait biaifer le point /,8c la Tan-, 
gente entière fur le Rayon. 

Quand je dis le point / , 8c la tangente entière , il faut remar- 
quer 
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quer quel'Ellipfc 8c toute Ligne Courbe étant un Polygone d’une 
infinité de côtés infiniment pctics , la Tangente cft regardée par 
les Géomètres , comme le prolongement au petit côté , auquel 
elle s’ajufte en touchant la courbe. 

Et voilà pourquoi toute perpendiculaire à la Courbe, l’eftà la 
Tangente ; puifqu'unc ligne ne peut être perpendiculaire indéfi- 
niment à une courbe, 8c qu’elle ne peut l’être qu’au côté infini- 
ment petit qu’elle atteints lequel côté étant polé dans le niveau 
de la Tangente, 8c en étant même la naiflàncc 8c la Régie ou le 
modèle , il cft clair 8cc. 

Ce qui fait donc que le Cercle eft perpendiculaire à tous fes 
Rayons , que l’Ellipfe ne l’cft qu'aux quatre extrémités de fes axes , 
& que les autres courbes le font en un moindre nombre de leurs 
points ; enforte que plufieursnelc font point du tout, comme la 
Spirale ordinaire , c'cft que concevant chaque côté infiniment pe- 
tit du Polygone curviligne par exemple s IV dans l’Ëllipfe précé- 
dente -, concevant ce petit côté comme atteint à fes extrémités 
I ,V , par deux Rayons HI ,HV inégaux ,on voit bien que cette 
inégalité fait biaifer IV dans fa pofition. 

Au lieu que dans le Cercle les Rayons étant tous égaux, cha- 
que point , chaque petit côté regarde le centre en face , directement 
& fans biaifer : ce qui arrive aulfi aux quatre points cardinaux de 
l’Ellipfe, les Rayons étant égaux de part 5c d’autre autourde chacun 
de ces points, ce qui les empêche de biaifer. 

Or remarqués, qu’il n’y a en effet que les Rayons partans du 
Centre du cercle, qui ayent cette perpendicularité confiante; car 
dans le Cercle précédent , la ligne O B , 8c toute autre tirée d'un 

f >oint O excentrique , tombe obliquement fur la Circonférence 6c 
iir la Tangente en B , enforte que du point O , il ne peut y avoir 
que deux perpendiculaires OA, OD , qui jouiffcntdu privilège des 
rayons CA, CD, aveclefqucls elles fe confondent. 

11 fcmblc donc que les autres Courbes n'ont , tout au plus , que 

J uelques points de, communs avec le Cercle ; mais en y regardant 
e plus près , nous allons conclure tout autrement. Ce que le Cercle 
a de propre , c’cft que tous fes pointsfont perpendiculaires à toutes 
les lignes du Centre. 

Mais ( Fig. ïo.) quelque courbe ABCD que l’on prenne, on 
peut toujours à chacun de fes points A, B ,C , 8tc , c’eft- à-dire à 
chaque tangente tirer des perpendiculaires AL , BK , CI , DH , 
Tome II. N 
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EG -, lcfquelles i la vérité ne fe réuniront pas au Centre , ni en 
aucun point commun , mais feulement deux à deux aux points K , 
/ , H, G , Sec , Icfquels formeront eux-mêmes un Polygone , fie 
même une courbe LK1HGE. 

Suppofé du refte que les points^, B , C , D , Sec , étant pris 
infiniment près l'un de l’autre , les cotez LK ,KI, IH , HG , GE , 
deviennent infiniment petits en grandeur, 6 c infinis en nombre. 
Et alors les lignes AL , B K , Cl , font fit perpendiculaires à la 
courbe ABCD , & tangentes de la nouvelle courbe LKIH Sec. 

Cçttc Courbe s’appelle une Dtvdoftt , Se ABCDE une Dévt la- 
pante ; la raifonen clique , concevant un fil appliqué à la Circon- 
férence LKIHGE qui lui ferve comme d’enveloppe , fie qu’on dé- 
veloppe enfuite par le point E, en conduifant l'extrémité de ce fil 
de £ en D, de Üen C,dcCen B , de B en A, la courbe ABCDE 
fera décrite par l’extrémité £ , le fil qu’on fuppofe toujours tendu 
dans ce dévelopement , fervant fuccellivement de tangente aux 
points dévelopés G, H , / , K, L, Se en même-tems de perpendi- 
culaire aux points dévelopans E,D,C ,B , A, 

Dcforte que les points développés H, G , Sec , fervent fuccef- 
fivement de Centres , autour defqucls font décrits les petits arcs 
circulaires ED , DC , CB , AB , dont le total forme la développan- 
te EDCBA. 

Or il n’y a pas de courbe qu’on ne puiflfe regarder comme une dé- 
veloppante , & qui n’ait fa développée correfpondante ; puifqu’il n’y 
en a point à chaque Point £ , D , C , Scc , de laquelle on ne puific 
concevoir une Tangente , fie une Perpendiculaire à cette Tangente t 
or la fuite de toutes ces perpendiculaires qui fe réunifient , deux à 
deux , à des points G , H , I , Scc , forme la Dévelopée. 

Ainfi il n’y a pas de Courbe , qui ne foit un amas de petits Arcs 
de Cercle , dont la Courbure varie fans ccflc comme le Rayon ôc le 
Centre. C’cft M. Huguens , qui a le premier introduit cette Spécu- 
lation des Développées , dans la Géométrie. 


i°. DE LA COUR SURE SECONDAIRE ET RELATIVE. 

Q Uoique le Cercle foit la Courbe primitive, fie qu’on puiflè 
décompofer toutes les Courbes en des Courbures circulaires , 
la ligne droite dlla ligne primitive , fie dans leur dernière réfolution 
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les Courbes , fans en excepter le Cercle , fc réfolvent en lignes droi- 
tes dont la pofition relative , c’eft-à-dire , les Angles qu’elles font 
chacune avec fa voifine , déterminent les differentes Courbures. 

La maniéré ordinaire 8c la plus géométrique de juger des Cour- 
bures cft, de les analyfer, de les décompoler en leurs coordon- 
nées , dont effectivement les rapports mutuels dépendent immé- 
diatement de ces Courbures , Sc peuvent leur fervir d’cxprdïion 
fpérifique. 

On regarde (Fig. 1 1 .) la ligne AEHKNPR , comme la Dia- 
gonale d’un Quarré ou d’un Rectangle dont les Coordonnées AC » 
CR , font les deux cotez. 

Mais ce n’cft-là qu’un premier coup d'œil qui n’eft pas tout-à- 
fâit exact, fie ne détermine même rien j puifquc les deux Coor- 
données reliant les mêmes , la Courbe peut être fort différente* 
entre les deux Points A, R. Il faut donc la fuivre de plus près, fie 
pas à pas. 

On commence donc parla couper en petites 1 ignés AE , EH, HK, 
KN, &cc, que leur infinie petiteflè permet de regarder comme des 
lignes réellement droites , Sc comme les cotez réels d’un Polygone 
d’une infinité de côfcz infiniment petits, lefquels forment une Cour- 
bure , 6c telle Courbure en particulier , par les Angles fie la pofition 
de ces lignes. 

Et par conféquent aulfi la Courbure ell décidée par le rapport 
des petites lignes Ea , aH , ou Hb , bK,o\i Kc , cN, ficc , lesquel- 
les lont effectivement les deux cotez des Rectangles dont AE , 
EH , HK , font les Diagonales. 

Faifonsla fuppofition entière, fuppofons la ligne des abfciffcs 
AC B , coupée en une infinité departicules égales , AD , DG , GI , 
&c , 3c des Ordonnées DE, GH, 1K, 8cc, élevées aux points de 
Divifion , avec des parallèles Ea = DG , Hb =» GI, Kc =» IM , 
&c. 

Toutes ces Ea,Hb ,Kc , qui font les différences infiniment pe- 
tites des abfciflès AD, AG , AI ,3cc , toutes ces différences font 
égales fit confiantes ; on les fuppofe telles pour avoir un Point fixe 
dans les rapports qu’on confidcre. ^ 

Ces rapports font ceux des différences coordonnées i nj , &c. 
car ED , Ha , Kb , 8cc , font les différences des ordonnées DE, GH , 
IK , 8cc. 

Or tandis que les différences AD , Ea, ficc , des abfciffes font 

Nij 
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confiantes , les différences DE , a H , bK , 8 cc , des ordonnées va- 
rient Sc diminuent , ft bien qu’en R où eft le Point le plus élevé 
de la Courbe , elles font nulles par rapport à la différence Pm des 
abfcifïcs , allant même d'une extrémité à l'autre , en paflànt par tous 
les dégrez mitoyens. 

Car en A ou la Courbe & fes Tangentes font parallèles aux 
ordonnées, la différence ED eft infiniment grande par rapport à 
la différence AD des abfcifïcs , la Diagonale AE s’y confondant , à 
caufede fon parallelifmc avec DE-, au lieu qu’en R où la Courbe 
eft parallèle aux abfcifles, c’eft la différence Pm des abfcifïcs qui 
fc confondant avec la Diagonale ou plutôt la parallèle PR , eft 
infiniment grande par rapport à Rm , que ce Parallelifme anéan- 
tit. 

• Dans le milieu par exemple en HK , les deux différences coor- 
données Hb , bK , font égales. Dans les autres Points elles ont 
divers rapports d'inégalité , félon que les Diagonales font plus ou 
moins parallèles ou inclinées à l’une ou à l’autre des Coordonnées. 

Suivant cela on peut déterminer la poficion de tous les points 
de la Courbe , c’eft-à-dire de tous les cotez AE , EH &c , infini- 
ment petits; déterminer par exemple, le Point A où la Courbe 
eft parallèle aux Ordonnées; le Point R où elle eft parallèle aux 
abfcifïcs; le Point H où elle fait avec l’une 8 c l’autre des Angles , 
égaux de 45 ', 8 c tel autre Point Ê, ou N , ou autre 8 cc. 

Cela ne fuffit pas pour une parfaite Analyfe des Courbes : on a. 
fouvent befoin de les décompofer jufqu’cn leurs fécondes 5c même 
leurs troifiémes, quatrièmes 5cc , différences. Mais avant que de 
le tenter, il faut voir fi clics en ont toutes; les Géomètres l’ont 
fuppofé jufqu’ici , ils me permettront de l’examiner. 

Pour cela je remarque que , quoiqu’il foit bien de rapporter les 
Courbes à leurs Coordonnées, 5c de juger de leur Courbure par 
les rapports des différences de ces Coordonnées, il eft cependant 
plus naturel de juger de cette Courbure par rapporc à un Point 
central intérieur , & mitoyen. 

Or par rapport à fon Centre , le Cercle n’a point de différence 
ni de variations, tous fes Rayons étant égaux 8 c uniformes comme, 
fa Courbure; au lieu que , fi on rapportoit le Cercle à fes Coor- 
données , la pofition de fes points feroit toute inégale , 8 c fa Cour-, 
bure perdroit fon uniformité, comme nous venons de le voir dans 
la figure précédente , qu’on peut fuppofer circulaire. 
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Voilà donc un cas & un cas unique, où la Courbure n’a pas 
même de premières différences, bien loin d’en avoir de fécondés. 
Voyons s’il n’y en auroitpas un où la Courbe n’auroit que de pre- 
mières différences , fans en avoir de fécondés. 

Suppofons ( Fig. 1 1 . ) une ligne AD avec des Ordonnées BE, 
CG, DH, lefquelles croiflcnt uniformément ou arithmétique- 
ment , enforte que leurs différences oG , eH , foient égales , il efl 
clair que le lieu ou la ligne £GH fera une ligne droite , fuivant la 

Î iropricté du Triangle, dans lequel les Ordonnées croifïènt uni- 
brmément , comme les abfciflès. 

En effet, puifque Eo = Ge , SCoG = fH, 8c que l'Angle a =*e, 
par la fuppolition , les deux Triangles EoG , GeH font fcmblables 
fie égaux ; toutes leurs lignes font parallèles , fie par conféquenr 
EG , GH font pofées dans le même niveau , Se font une même 
ligne droite continué. 

Suppofons maintenant ( Fig. ij.j qu’on rapproche de C , l’ex- 
trémité B de la ligne EB , fie l’extrémité D de la ligne DH ; il eft 
vifible , que dans ce mouvement il faudra que la ligne £Hfc plie , 
fie faflè un Angle au Point G , le Point E Se le Point H étant obli- 
gez de fe rapprocher du Point C , Se le Point G étant fuppofé im- 
mobile. 

La Figure repréfente ce nouveau Syftême, qui eft un Syftême 
de Courbure , puifqu’on peut fuppofer une infinité de lignes in- 
finiment voifines comme EB , HD , dont une des extrémitez fe 
réünitau Point C. 

Or voilà un Syftême de Courbure, dans lequel les Ordonnées ou 
les Rayons ortt de premières différences oG , eH , 6c n’en ont point 
de fécondés. 

Les Géomètres connçiflcnt fort bien la Courbe EGH , fous le 
nom Je fpirale logarithmique laquelle n’eft , comme on voit Sc comme 
M. IVallis l’a bien remarqué , qu’un Triangle enveloppe ont la 
ligne AD des abfciflcs , eft concentrée en un point , qui devient le 
Centre de la Spirale; car la ligne HE devenue courbe va aboutir 
au Centre, puifque dans le Triangle elle tient à la ligne AD des 
abfcifïès. ... -, - 

En fuivant le même raifonnement, il paroît qu’il y a aufïi des 
Courbes qui ont de fécondes différences , 6c n’en ont point de troi- 
fiémes , qu’il y en a qui en ont de troifiémes, 8c n’en ont point de 
quatrièmes ficc; fie qu’il y en a d’autres qui en ont à l’infini, ficc. 
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Je n’ai pas actuellement le temsde vérifier comment cela con- 
vientà la Parabole 8c aux autres courbes. Je mécontente de remar- 
quer que les Quarrcz 1,4, 9,16,15, 8cc, ont pour première* 
différences 5 , 5,7,9, 8cc , pour fécondés 1,1,1, 8tc, qui font 
confiantes , 8c n'ont point de troiüémcs différences ; que les Cubes 
j, 8, 17, 64, 115, 116, 8cc , ont pour premières différences 7 , 
19, 57,61 , 91 ipour fécondes 11, 18, 14, 30 } pour troifiémes 
6 , 6 , 6 , 8cc , qui font confiantes 8c n’ont point de quatrièmes 
différences. 

Or ce qui arrive à diverfes Courbes , arrive aux divers points de 
la même Courbe. Car on a déjà vû un peu plus haut ( Fig. 11.) 
qu’au point A origine des abfciflès, la différence AD de ccsabf- 
ciffes naiflàntes , elt nulle par rapport à celle des Ordonnées DE t 
qu'au point R la différence Rm des Ordonnées efl nulle par rap- 
port à Pm différence des abfciflès. 

Deforte qu’au point A les abfciflès n’ont point de premières 
différences , quoiqu’elles en ayent ailleurs , 8c que les Ordonnées 
perdent auffi les leurs dans le point R . 

11 y a de même d’autres Points où les premières différences fub- 
fiflant , les fécondes s’évanoiiiflènt } d'autres où les premières 8c les 
fécondés fubfiflant , ce font les troifiémes qui difparoiflènt ; d’autres 
où ce font les quatrièmes Sec , à l’infini. Tout ceci ouvre peut-être 
l’entrée dans de nouvelles fpéculations , mais je dois être court. 

Du refleje dois remarquer que tout cela dépend auffi beaucoup 
du point de vûë , 8c que telle courbe qui dans un point de vûë a 
de fécondés différences , ou de troifiémes, ou 8cc , n’en a point , 
ou en a davantage dans un autre point de vûë: mais j’ai dû remar- 
quer le point de vûë primitif le plus fimple. 


LIVRE II. 

Des Peints en Stations des Courbes. 

T O u s les Points des Courbes méritent l'attention des Géomè- 
tres. Mais j’appelle ici par excellence Points , tous ceux où il 
arrive quelque choie de particulier à la Courbe, comme de com- 
mencer ou définir, de fe.réplieroude fe fléchir comme une S , de 
s’élever ou de s’abbaiflèr , de le noiier , de s’entrelacer comme un 8 , 
de couper une ligne ou de la toucher , d’avancer ou de rentrer ea 
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Pointe comme un Cœur ( en un mot tous les Point* qui ont , effec- 
tivement , quelque choie de fingulier , qui fc fait remarquer. 

Ces fortes de points doivent être , & font furtout remarquez des 
Géomètres , pour la ConnoiiTànce 5c la Defcription des Courbes s 
parce qu’il s’y fait toujours quelque changement d’allure 6c de direc- 
tion , 6c fouventde Courbure & de Contour. 

N’y eût-il que le plailîr d'épier la nature , d’auffi près qu’il fe 
puifle, dans les progrès infiniment nuancez , dans les tranfitions 
infiniment adoucies, avec quoi elle concilie fouvent les extrémi- 
tcz les plus oppofées , pour rendre fes ouvrages auifi réguliers , 
qu’ils font pleins d’agrémens 8t de variété ; j’exhorterois volon- 
tiers le Leékcur à fe rendre ici attentif, par préfcrence à tous les au- 
tres endroits de cet ouvrage. 

La nature n’eft pointbrufquc : elle ne pratique donc aucun chan- 
gement fans l’avoir amené en quelque forte d’infiniment loin ou, 
ce qui va au même, par des progrès infiniment petits j elle jette 
partout les femences de ce qu’elle médite ; & ce qui eft remarqua- 
ble, elle ne fait point fuccéder un fpe&aclcàunautre, qu’ellen’ait 
parfaitement anéanti jufqu’i l’ombre 6c à l’idée de cet autre , 
qu’on pourroit regretter s’il n’avoit difparu fi infenfiblement, qu’on 
croit en jouir tout le tems qu’on en change , 6c dans le tems même 
qu’on l’a tout-à-fait perdu de vûë. 

Naturellement notre coup d'œil & tous nos mouvemens fe por- 
tent en lijrne droite : mais ce coup d’œil trop uniforme nous laflè- 
roit bientôt, s’il n’étoit variéj il faut furtout nous tromper ou 
nous amufer pour nous plaire. 

Un Cercle fe préfente à moi, j’en veux fuivre le Contour ( je 
commence ( Fig. 14. J par fixer mes regards fur le Point A ; natu- 
rellement ce premier regard détermine ma vûë à chercher la Cir- 
conférence d'A vers T , dans le fens de la Tangente, dans lequel 
le Cercle femble prendre fon eflor en ce Point. Mais auffitôt la 
réalité de la chofe détourne un peu mon œil à la droite en D, fie 
de D en E , de R en F, &c. 

Deforte que monœil àdeux dire&ions, l’uneversT, l’autre vers 
C , 6c il eft pci» à peu conduit au Point G , mais avec un art & un 
ménagement infini j il eft tel, que non-feulement il fe porte avec 
plaifir à une détermination versC , qui luiétoit d’abord annoncée 
feulement vers T. 

Cela n’eft pas tont-à-fait contraire à fa détermination vers T , 
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puifquc le Point G les concilie l’un & l’autre; mais encore arrivé 
au Point G , il fc trouve tout préparé à defeendre en B , avec un 
nouveau plaifir tempéré d’attente 8c de furprile. Je n 'exagère rien, 
je ne fais qu’a nalyler une Courbe ,j’ofc dire , en Géomètre , finon 
auftere , du moins exact. 

Si au lieu de la portion de Courbe ADG , il y avoir une Ample 
ligne droite diagonale qui allât depuis le point A jufqu’au Point G , 
l’œil arrivé par cette Diagonale au Point G , feroit déterminé à 
poulTcrplusen haut, 8c (endroit que ladcfcentedeGen B , cft trop 
brufquc , 8c n’eft nullement préparée , ou ne l’eft qu’à demi. 

Mais admirez les Progrès de cette Courbure : à chaque pas l’œil 
s’élcve d'A en D , de D en E , d’E en 8tc ; êc les Ordonnées rD , sE 
ne ceflcnt de croître jufqu’cn GC : elles croidènt , mais de combien ? 
de rD , nE, oF. Les Ordonnées croidènt en apparence , mais fe- 
crctement leurs açcroiiïèmcns décroiflcnt , 8c (ont nuis déformais 
au Point G. 

Defortc que l’œil , qui ne laide pas de démêler cette adredè de la 
nature par un fendment fccret , eu tout préparé à padèrde G en H,. 
8c à defeendre vers B. Si c'étoit une Diagonale reétiligne de^en 
G, les Progrès des Ordonnées écant uniformes, n’auroient eu au- 
cune femcnce de retour vers B. 

Car la Courbe, qui au Pointé femble élever Amplement l’œil 
vers T, n’eft dans le fond dirigée que vers B. Y aller en droite ligne, 
cela feroit trop (impie ; l’annoncer d’abord , cela feroit trop trivial y 
mais le préparer , rien n’eft plus digne de la nature : Or voici tout 
l’artifice. 

La nature didknulc fon but , & permet à l’œil un peut écart vers 
G. Mais elle n'oublie pas ce But. Car , outre que les progrès de. 
cet écart font temperez Sc décroiflènt fecretçment , les progrès Ar , : 
rs , dans la: direction primitive de A vers B n’ont point de cçs 
v décroidènjens , font toujours conftans & invariables s deforte 

3 ue, de nuis qu’ils étoienterç A par rapport à ceux des Ordonnées 
s leur deviennent fupéricurs 8c infiniment fupérieurs à leur tour 
au point G , ou ils ratrapent la dirc&ion AB , puifquc la Courbe 
aux points F, G, H, eft comme parallèle à cette direction AB. 

Çc font ces Points F, G , H, qui méritent notre attention. Au 
poinc de milieu G la direction Ai ou CG,, s y trouve tout-à-fait 
anéantie ; 8c il n’eft plus guérès queftion que de AB : mais dès le 
Point F il n’étoit plus guércs queftion d'autre chofc ; 8c en Hc’cft 

encore 
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encore à peu près la même chofe , fur tout pour des yeux auflî peu 
fins que les nôtres. 

Defortc qu’ils parcourent tous ces environs du point G fans 
s’appcrcevoir d’aucune montée ni defeente, oubliant l'une à loifir , 
8e ne taillant pas de fe difpofer peu à peu à l’autre. Et c’eft-là ce 
que j’appelle des Peints déflation & de repos , que la nature ménage 
amolument dans toutes les tranfitions , dans tous les changemens 
d’allure. 

C’eft beaucoup que de trouver fon repos 8c fon équilibre dans 
des changemens aulfi brufques de foi , que l’cft celui de monter de 
C en G , ou de A en T , 8c de defeendre tout de fuite de G en C , 
ou ce qui va au même , de G en B. 

On ne voit pas encore toute l’adreüèdeia nature. Croit-on que 
ie Point B foit ici fon dernier but ? Mais pourquoi les Ordonnées 
GC , HP”, 8cc, décroiflànt, leurs différences recommencent-elles 
à augmenter , jufqu’à redevenir infiniment grandes par rapporta 
celles des abfciflès en / , ou en B s fi ce n’eft pour que ces Ordon- 
nées redeviennent enfuite de plus en plus grandes , de B en C d’où , 
par de lemblablcs progrès alternativement variez , l'œil eft agréa- 
blement remené par un chemin toujours nouveau , 8c par des al- 
lures réellement contraires , mais qui lui paroiflènt très uniformes, 
au même Point A d’où il avoit cru d’abord s’éloigner, fans retour, 
vers T, 8c où il ne revient qu’avec un plaifir d’autant plus grand , 
qu'il eft moins attendu, quoique toujours préparé. 

Encore une fois je n’cxagerc rien , Se je ne fais que rendre une 
raifon géométriquement phyfique , de la douce fatisfaétion , que 
notre œil trouve , à parcourir le contour d’une chofe régulièrement 
proportionnée. 

Car il en eft à peu près ainfi de toutes les Courbes , qui ne diffe- 
rent du Cercle que par la diverfité avec laquelle les mou vemens 8c 
les repos , les progrès 8c les décroiflcmens y font ménagez. 

J'en dois indiquer quelques exemples , après avoir remarqué que 
le Cercle a donc quatre points de ftation A , G ,B , L , dans deux 
defquels A 8c B , les différences des Abfciflès font milles, 8c dans 
les deux autres G 8c L , ce font les différences des Ordonnées qui 
ï’évanoiiiflcnt i cequi marque conftamment le changement d une 
des deux directions AB ou B A ÔC , GL ou LG , fuivant lcfquelies 
la Courbe s'étend alternativement, pour cmbràffer le point C, fans 
s’en écarter jamais. 

Tome II. 


O 
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Voilà pour les Points flmples de flatien ; mais il y en a de doubles , 
de triples , 8cc , autant qu’il y a de genres de différences. Ce font en 
effet les genres des différences qui cara&erifcnt ces Points. 

Nous venons de voir que dans les Points fimples , les premiè- 
res différences font milles j nous allons voir les fécondés différences 
s’évanouir dans les Points doubles , tels que font par exemple ceux 
qu’on nomme Points £ inflexion , dans lefquels la Courbe fe con- 
tourne de concave en convexe, comme une S. 

Pour bien comprendre ceci , foit { Fig. ly) la Courbe AI V 
contournée ou fléchie en I, auquel point elle ccflè d’être concave 
fie commence d’être convexe vers fon Axe AB ; lequel axe je fup- 
pofe parallèle au point d'infléxion I ou , ce qui eft le même , à la 
tangente SIT dans ce point I. 

Or remarquez que cette tangente touche doublement la Courbe, 
touchant par dehors la partie concave AI , & par dedans la con- 
vexe IV: de force que dans cet endroit le côté infinimenc petit du 
Polygone a plus de longueur , fie eft réellement re&iligne , les 
deux courbures oppofées , aufquelles il fait face 8c qu’il concilie, 
concourant à le redreffèr tout a fait : ce qui rend les trois ordon- 
nées OD, IC , HG , égales 6c fans différences : au lieu que dans 
les Amples Points de dation , il n’y a que deux ordonnées tout au 
plus d’égales fie fans différences , parce qu’il n’y a qu’un feul côté 
10 , ou 1H, de parallèle à l’Axe. 

Tout ceci eft une affaire de Rapports , fie peut être envifagé 
par divers cotez. Au lieu (Fig. 1 6 .) de coniîdcnr le point I d’in- 
néxion par rapport à un Axe Parallèle , confiderons-lc par rapport à 
toute autre ligne AE, afin que les différences OM,IN, RP , ST, 
ne s’é vanoüiffcnt pas au point I , quoiqu’elles y deviennent plus pe- 
tites que partout ailleurs. 

Car dans la fi g. précédente la différence IN ne s’évanouit , que 

f iarce que 10 y étant parallèle à l’Abfciffe 8c à fa différence ON , 
e point N tombe fur J, fie IN s’évanouit r au lieu qu’iciZ/Vcft 
plus petite que OM qui la précédé , 8c que RP qui la luit, (ans 
s’évanouir néanmoins. 

Remarquez même, que dans tout progrès régulier, comme eft 
celui de toutes les Courbes , il y a toujours au moins une dation 
entre deux extrémitez i 8c qu’ainfi toute chofc qui après avoir 
décru régulièrement , croît enfuite régulièrement , doit avoir paffe 
d’un Etat à l’autre , par une uniformité mitoyenne qui les concilie. 
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C’eft pourquoi les deux ordonnées infiniment voifincs IB , RD, 
du point d’infiexion , doivent avoir leurs difFérences IN , RP , 
égales 6c fans aucune fécondé différence. 

Cela eft vrai dans toute la rigueur Géométrique. Car prolon- 
geant le petit coté AFcnL, lesdeuxpetits Triangles AGF , FML 
font femblables ôc égaux , 8c FG = ML ; 8c LO eft la différence 
des deux différences GF, OM. 

Prolongeant enfuire de même le petit côté IR en V, les trian- 
gles IP R , RTF" font femblables 8c égaux , 8c PR = TF, 8c SV 
eft la différence des deux différences R P , ST. Ainfl LO 8c SV font 
les fécondés différences des Ordonnées. 

Or au Point / ces fécondes différences font réellement milles 
y partant du dcflusau-deflous de la Courbe , 8c devenant pofitiveS, 
de négatives qu’elles étoient , ou négatives de pofitiveS} ce qui ne 
peut (e faire fans qu’elles partent par zéro , 8c fans fe confondre 
avec la courbe , au point d'inflexion. 

Eftè&ivement imaginez qu’on prolonge le petit côté 01 v ers R , 
8c le petit côté RI vers O, ces deux tangentes tomberont l’une 
fur l’autre 8c fur la Courbe , comme on l’a vu dans la Figure pé- 
nultième. 

Comme tout ceci , encore une fois , n’eft qu’une affaire de rap^ 
ports, 8c qu’on peut confidcrer le progrès des Figures dans divers 
points de vûë , chofe qui rend l’elprit fou pie 8c inventif. 

Je dois obferver , en faveur de ceux qui y vifent , que telle Cour- 
be, par exemple le Cercle qui femble n’avoir aucun point d’in- 
flexion , en a virtuellement ( Fig. 17. ) au moins deux C , 8c Z), 
fi on le rapporte à un Axe extérieur AB , par rapport auquel l’or- 
donnée du point E cftÈG, celle du point H c(ïHI , celle de K 
eft K P , celle de D eft DB , celle de 0 eft OP , celle de S eft SG , 

Î |ui eft la plus petite , comme EO eft la plus grande , 8c DB , CA , 
ont les moyennes. 

Or ces points D, C équivalent à des points d’inflexion relati- 
vement à l’axe AB , par rapport auquel la moitié CED du Cercle , 
eft concave , 8c l’autre moitié DSC eft convexe. 

De forte que les premières différences font nullcs aux Amples 
points de ftation E ,S , 8c les fécondés différences feulement font 
nullcs aux doubles points de ftation D , C, 8c les points E , S , 
s’appellent auffi les Affidés ,E P Affidé haute , S l' Affidé bajfe ou 
inferieure. . 

Oij 
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On appelle auflî en termes de l’art , ces deux points ou leurs 
, ordonnées corrcfpondantes , des maxime cr minime , des plus grands 
& des moindres ; les fpéculations qui roulent là-dell'us, s’appellent 
d.'S qucflions de maximis & minimis : Cette expreflion latine ayant 
lieu , même en François, je dis, chez les Géomètres de profeflion. 

Il nous refie à dire un mot fur ce qu’on appelle les Points de 
rebroujfement , Sc que je diflingue (Fig. 1 8 ■) en Points de redouble- 
ment comme A , parce que la Courbe y efl comme redoublée , fur 
ou fous elle-même , & en Peints de réflexion comme B , où la Cour- 
be efl comme réHechic à Angles égaux. 

Et fous ce nom de Points de réflexion , je remarque que le Cer- 
cle même & toute Courbe a un ou plufieurs Points C de réflexion , 
- la Courbe pouvant être conçue comme avançant jufqu’en C , ôc 
de-Ià étant réfléchie vers E. En fuivant cette idée , les Points d’in- 
flexion pourront être regardez comme des Points de Réfraction : 
ce qui n’cfl pas fi indifférent pour la Géométrie jl atique ou fhyflque , 
qu’on le diroit bien. 

Il fuffit ici de remarquer , que tous ces Points de Rcbroufïemcnt , 
d’inflexion , de réflexion , de redoublement, de réfraction ^ ou tels 
qu’on voudra les nommer , font des Points doubles de flâtion , 8c 
que les différences fécondes des Ordonnées y font milles , comme 
les premières différences font nulles dans (es fimplcs points de 
flation , les troifiémes différences dans les Points triples &c. Difons 
un mot feulement des Branches des Courbes. 


I / V R E III. 

Des Branches des Courbes. 

L E s Points dont nous venons de parler, féparent les Branches, 
& peut-être que la notion la plus exaéle d’une Branche , efl 
de dire , quec’cfl toute partie de Courbe qui s’étend depuis un Point 
jufqu’àun autre Point , ou à l’infini. 

À ce compte le Cercle rapporté à fon Diamètre auroit quatre 
Branches , ayant quatre Points qui le féparent en quatre quartiers. 
11 efl vrai cependant qu’au compte des Géomètres, il n’en a que 
deux , non plus que l’Ellipfe , la Parabole 8c l’Hyperbole. 

Le nombre des Points, daaslefquels une ligne droite coupe, 
•u peut abfolumcnt couper une Courbe , efl la grande Réglé des 
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Géomètres, pour déterminer le nombre de ces Branches. 

Or le Cercle n’eft coupé qu’en deux Points par une iigne droite , 
non plus que l’Ellipfe 6c la Parabole. 

Et c’eft là-deffus que ces Courbes coniques paflènt pour être 
toutes du fécond degré , 6c qu’en effet l’Equation par laquelle font 
repréfentées ces interfections 6c par conléquent le nombre des 
Branches , ne monte qu’au quarré ou au Plan , eu un mot au fécond 
degré xx , ou xy , ou yy. 

Communément on compte les Branches , depuis le fommetou 
l’origine de l’Axe, de fes deux cotez ; 6c tout ce qui eft au-dcflùs 
de l’Axe eft une Branche , tout ce qui eft au-dcübus en eft une 
autre, à moins qu’il n’arrive à cette Branche defe redoubler par 
quelque Point d'inflexion , de rebrou (Tcmen t , ou d’une direction 
contraire ou notablement différente , qui donne heti à uneinter- 
fcction nouvelle. 

On diftinguc les Branches en deux principales efpcces , les P cric- 
dignes , rentrantes 8c fermées , comme les circulaires 5c elliptiques , 
5c les infinies , qui s’étendent à l’infini fans fc fermer , comme la 
Parabole 6c l’Hyperbole. 

Sur quoi A/.. Newton diftingue fort à propos deux fortes de 
Branches infinies , les Hyperboliques cpn à l’imitation de [Hyper- 
bole ont une afymptote , dont clics approchent à l’infini , lans 
l’atteindre; 6c les Paraboliques qui , comme la Parabole , coupent 
toute ligne qui eft tirée dans le feus de leurs Branches. 

C’eft ce fens 6c cette direction des Branches , qu’il importe de 
rcconnoître pour la description des Courbes. Les Tangentes 6c les 
Soufl.w^entes en font le moyen le plus général 8c le plus infaillible. 

' Effectivement , outre que la Tangente marque la direction pré- 
eife de la Courbe dans le Point ou elle touche , & que diverfes Tan- 

f n res , prifes en divers points, marquent la direction entière de 
Courbe ou d une Branche; ordinairement 6c à moins de quel- 
que inflexion ou rebrouflcmenc , une Tangente laiflè toute la Cour- 
be , 6c pour le moins route une Branche au-delibus d’elle. Voici 
en deux mots le Procédé Géométrique , pour rcconnoître la di- 
rection , les mutations , 6c même le nombre des Branches. 

Soit ( Fig. 1 9) un Cercle on toute autre Courbe à peu près de 
même forme , avec des Tangentes sH y qG , pF , êcc , tirées en 
divers Points, 6c toutes terminées à l’Axe ou Diamètre prolongé 
EC i 8c foient auffi des perpendiculaires su , qo, pr , tirées des Points 
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touchai» ou touchez, furie même Axe. On appelle StuJIangen* 
us les parties uH , oG , rF , terminées fut l'Axe d’un côté par les 
Tangentes , de l’autre par les perpendiculaires tirées des Points de 
Contait. 

Il eft vifiblc que , plus les Souftangentes font grandes , plus le 
Contact eft éloigné du fommet £ ( or elles deviennent de plusen 
plus grandes en approchant du Point A le plus élevé , ôc qui eft 
parai felc à l’Axe EC , fi bien qu’en ce Point A la Tangente AT 
étant parallèle à l'Axe , ne l’atteint plus quelque loin qu’on la 
prolonge vers I -, de forte qu'alors la Souftangente CI Ôcc , eft 
infinie. 

Ainfi une Souftangente infinie annonce un Point A parallcleà 
l’Axe j Point le plus élevé delà Courbe , ôc après lequel elle re- 
defeend vers l’Axe. 

Si l’on continué en effet à tirer des Tangentes , en s’éloignant 
du fommet £, ôc déformais auffi du Point A , ces Tangentes b» 
tomberont de l'autre côté par rapport au PointC.au fommet £, 
Sc aux Perpendiculaires bm ; ôc outre cela à mefure qu’on s'éloi- 
gnera du Pointé, les Souftangentes»»» deviendront plus petites, 
deforte qu’en Q elles feront milles , comme en E r preuve que ces 
Points font perpendiculaires à l’Axe , comme A lui eft parallèle. 

Continuant à tirer des Tangentes en s’éloignant de O , les SouC- 
tangentes augmenteront jufqu’cn D où elles feront infinies , ôc de 
De n E ôcc. 

Cela s’accorde allez avec le Syftêmc des différences des Coor- 
données, lefquclles différences étant effectivement , comme on 
peut s’en appercevoir , parallèles à la perpendiculaire du Contait 
ôc à fa Souftangente , leur font femblablcs , ôc fuivent la même 
proportion. . 

Pour ce qui eft des Courbes qui ont des Points d’inflexion , de 
réflexion , de redoublement , de converfion , d’inverfion , on peut 
en rcconnoîtrc tout le Syftême dans celui des Souftangentes. 

Par exemple (Fig. 10. ) la Courbe fléchie CAB a fes Souftan- 
gentes NL, OD , de plus en plus grandes, à mefure que le Point 
de Contait»» s’éloigne plus du fommet C, Ôc approche plus du 
Point A d’inflexion , après lequel Point les Tangentes BE laiffent 
le Point O à gauche , reviennent vers le fommet Ôc même à la 
droite j c’eft ce rçcul des Tangentes qui annonce les Points d’in- 
flexion. ' ' • i ' 
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" Dans les Points de réflexion , comme il y a auffi une réflexion 
des Tangentes qui de OA plient en IA &c puis en PG ôcc. 

Dans les redoublemens , les Tangentes ne font quelquefois , 
comme dans les réflexions , que revenir en arriéré , apres avoir 
fait une cfpcce de Soubrcfàut , 8c clfiiyé une cfpece de réflexion 
partielle, dans lepaflàge d’une Branche à l’aotrc. Je fuis court , 
mais je ne crois omettre rien qui en vaille la peine. 


K E CAPITULATION 

De r Analyfe Géométrique des Courbes. 

L E but eft la connoiflance de la Conftitution la plus intime 
des Courbes, de forte qu’elles ne puiflène avoir un Contour, 
une Branche , un Pli , un Repli , un Noeud , un Ecart , une Poli- 
tion , un Point même tant foit pu remarquable , qu’on ne foit 
en état de découvrir ; ce qui eft abfolument néccllàire pour les dé- 
crire , les tracer , ou s’en former une idée exa&e 8c précilè. 

Les Tangentes 8c les Soujlangentes , les Perpendiculaires &c les Sous- 
perpendiculaires, avec les Développées 8 C les Développantes , fontd’ex- 
ceflens moyens. Mais le grand moyen , fans lequel même ceux-là 
feraient 8c infuflifans & fuprficiels , c’eft le Rapport des diffé- 
rences premières, fécondés même 8c troifiémes, 8ce, des Coor- 
données; par le moyen duquel on put dire qu’on analyfe une 
Courbe en les Elemens primitifs , 8c jufqu’en les Points fimpîes 
8t conjlitutifs , s’il eft permis d’ufer de ce terme plus Latin que 
François. 




1 . . 
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QUARANTE- HUI TIE’ME TRAITE’. 

f3 ANALYSE ALGEBRIQUE 
des AJfettions des Courbes. 

C E Traité ne peut être mieux défini, cju’en difant que c’eft la 
routine du precedent, C’eft un Calcul Sc une Application dé- 
taillée des Principes generaux St lumineux que nous venons d'éta- 
blir i Sc le But n’cft autre que la détermination précife , Algébrique 
& Aritmetiquc de ces Points, Branches, Courbure qui conftkuent 
cara&ériftiquement une Courbe, 

C’eft proprement ce Traité que M. le Marquis de l'Hôpital a 
donné fous le nom d Analyfe des infiniment petits : En voici lç 
précis , je dis le précis des Exemples ; car dans tout cet ouvrage , je 
n’ai pas accoutumé d’abreger les Principes St les Méthodes, 


L I V R E PREMIER. 

Méthode Generale des Tangentes , Soufiangentes , AJymptotes. 

T Oute l'affaire des Tangentes dans toutes fortes de Courbes, 
St pour toutes fortes de Poi nts , fe réduit à trouver la Souftan- 
gcntePo, qu’on 
véc » il n’y a plus 
Souftangente , à 1 
la vraye Tangente au Point T. 

Or la valeur de la Souftangente SP fe trouve par l'Analogie tou- 
te naturelle que fourniflène Tes deux Triangles fcmblables TSF , 
TBC. 

Quatre hommes célébrés ont découvert cette Analogie , St for- 
mé la Metbode desTangentes.L'ïWnfcc M. De/cartes en avoir trouvé 
une qui devoir être fort belle pour fon tems , puifque ce grand hom- 
me la jugea la plus belle choie , non feulement qu'il ffùt , mais qu’il 
eut defiré de Je avoir en Géométrie ; ce font fes termes. Elle étoitfu- 
blimc en effet. 

Mais 


fuppole =*s. Car cette valeur de s une fois trou- 
qu’à tirer une ligne ST, de l’extrémité S de la 
'extrémité T de l’Ordonnée j cette ligne ST fera 
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Mais celle que l’illuftre M. de Fermas lui fubftima , l'emporta par 
fafimplicité , de l'aveu mêmed c De/cartes; aveu qui lui fait hon- 
neur , mais qui en fait encore plus à M. de Fermât qui le lui arracha , 
un peu malgré lui. 

Cependant la Méthode de ce fçavant Magiftrat n’avoit pas en- 
core toute la fimplicité , que lui a donnée M. Barrovv , un des 
grands Gcomctrcs que l’Angleterre ait portés. 

11 établit dirtin&emcnt l'Analogie duT rianglc élémentaire i z. ) 
du Contact f? CT, avec le Triangle fouftangent BSD ou TSF , & le 
réduifitmêmeà un Calcul qui avoit été ébauché par M. de Ferma t, 
8 C même par De/ cartes , mais auquel M. de Leibnis donna la dernière 
perfection , dans laquelle je le reprefentc ici. 

La fimilitude des Triangles en queftion , donne la Proportion 
ConftanteTC : CB : : TP : PS , ou : : BD : DS. 

Nommant donc l’Abfciflé AD ou AP , x : 8c par conféquent fi 
différence DP ou BC , dx. nommant aufli l’Ordonnée BD ou PT , 
y> 8c fa différence CT, dy, on a dy. dx-.-.y.s. Sc multipliant les 
extrêmes 8c les moyens sdy=eydx , 8c divifant par dy , s = 

C’eft donc là la valeur de la Souftangcnte SP dans toute Courbe, 


& dans tout Point de la Courbe: c’en- à-dire que c'eft là une For- 
mule generale pour tirer les Tangentes des Courbes. 

Plus on connoîtra l'importance dont il eft en Géométrie , de 
f^avoir tirer les Tangentes des Courbes , foit pour en connoître 
la Conftitution , foit pour les décrire , ou même pour les mefurcr , 
les quarrer , mieux on fentira la beauté de cette Formule. 

Il ne faut pas douter que les Anciens n’aycnt fort cultivé cette 
Spéculation des Tangentes, qu’ils n'ayent Içu les tirer, 8c qu’ils 
n’en ayent même connu le Rapport avec la Quadrature des Cour- 
bes i puifqu Archimede a le premier réduit la Quadrature du Cercle , 
à la me fur t de la Tangente de la Spirale. 

Mais cette Spéculation n’étoit qu’un amas de détails , dont la 
Collcttitn a produit en fon tems la Generalifation , 8c le Syftemt ré- 
duit à cette ample Equation différentielle / = *£* , qu’il n’eft plus 
queftion que d’integrcr , par rapport aux diverfes Courbes 8c à leurs 
diverfés Points. 


Soit , par exemple : la Courbe precedente une Parabole, dont l’E- 
quation eft px =yy , la Racine quarréc^ =y/ px , ou y =ap* x* , 

* * * 1 

dont la différentielle eft dy = * ‘dx == \p* x * dx — 

dx. P 
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Mettant donc cette valeur de dy à fa place dans la Formule .r =a 

t 

c’eft-à-dirc divifant^.vr par 1 p » dx , en fe fouvenant de ren- 

verfer la Fraction, 8c de mettre au Numérateur ce qui eft au Déno- 
minateur , il en rcfultcra j == qui , en y mettant la valeur 

i i . 

p l x l dey, fe changera en , 8c ôtant ce qu’il yadecom- 

mun au numérateur 8c au dénominateur , fe réduira enfin a / 


= ix. 


D’où l’on tire cette propriété de la Parabole, que faSouftangcn- 
te SP eft toujours double de l’Abfcife AP =x , 8c que pour tirer 
fes Tangentes à quelque point T , il n’y a qu’à tirer une perpen- 
diculaire TP de ce point T fur l’Axe, prendre AS = AP » 
les points S 8c T tirer la ligne ST qui fera la Tangente 

là la Catoptrique tire auffi la propriété des miroirs para- 
boliques, de raiïcmblcr au Foyer F ( F/ç. i}. ) tous les Rayons 
FT qui viennent du folcil comme parallèles entneux 8c à l'Axe 
AX , à caufc de la grande diftance du folcil. 

Car dans ce cas l’angle d'incidence VT R = à l’angle de Re- 
flexion FTS , ces deux angles étant = A ST, foit 'arcc que 
TFcft parallèle à SAX, foit parce que le triangle S F T eft ifo- 
lé, 8c SF = FT. 

Cela fe prouve nommant AF=f,d ' où SF=x-+ f, FP — x — 
/8c PT ==y- Car F P 1 — f P T 1 z=FT l , c'eft- à-dire a 1 — i f x — f 
ff — hyy =FT l , c’cft-à-dire x* -+ /x -+ /-+ 4 /v ( car tf—p) 
c=FT l =3 x 1 -+ îfx — f/,- d’ou x-+/=FT = 5 F. c. q. f d. 

Cette propriété des Miroirs paraboliques leur eft commune avec 
les Miroirs Elliptiques qui ramaflent à un de leurs foyers les Rayons 
du Corps lumineux placé à l’autre foyer. L’avantage des Miroirs 
paraboliques eft que leur fécond foyer eft infiniment loin du pre- 
mier, ce qui fait que le Corps lumineux peut être placé fort loin 
comme l’eft le folcil. y 

Si c'étoit au Cercle qu’on voulut tirerunc Tangente , on pren- 
droit fon Equation = irx«— xx dont on tircroit 1°. la Racine 


cC par l 
rcquilc. 
De- 


y = y irx — xx. i°. la différentielle iydy= irdx — ixdx-, d’où 3 0 . 
>yi*= "xdx—xxdx. 4?. 1% =% = = ce qu'il 

falloir trouver. 
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Defortc qu’il n’y a enfuite qu’à déterminer l’Abfciffc x , la fup- 
pofant par exemple = r, ce qui donne s— 8 c fait voir 

que lorlquc l’ AbfciiTe eft égale au Rayon 6 c s’étend jufqu’au Centre, 
rOrdonnéey = r , 6 c la Souftangcnte eft infinie } puifque; = oo 
c’cft-à-dire eft égal à l’infini , 8 c infinimenrgrand. 

Cardans route Fraction , plus le Dénominateur eft petit , plus 
la Fraclioneft grande; elle cil donc infinie lorfque le Dénomina- 
teur eft infiniment petit 6 c nul. En effet ces Fractions £, 

T > *» * , 8 cc. vont toujours croiflànt car j = = 

■sa 6 8CC. 

D’ailleurs nous avons déjà vu que lorfque la Tangente du Cer- 
cle répond au Centre , elle eft parallèle aux Abfciflcs , 6 c la Souf- 
tangente eft infinie. On déterminera de même la Tangente pour 
tout autre point du Cercle 6 c de touc autre courbe , par le moyen de 
fon Equation. 

La Méthode des Afymptote s , eft la même que celle des Tangen- 
tes. Car une Afymptote eft conçue comme une Tangente qui at- 
teint la Courbe à l’infini, c’cft-à-dirc, infiniment loin , ou fi l’on 
veut ne l’atteint pas , mais en approche toujours , comme une 
Tangente à laquelle il ne manque que le dernier point du con- 
tact. 

Soit donc une Hyperbole ou une Branche d’HypcrbolcvïAT 
( Fig. 14 . ) avec fon Axe AD , prolongé de part 6 c d’autre en S , 
6 c furtout en P , que je fuppole infiniment loin , enforte que la 
perpendiculaire P Tinhniment longue auflï atteigne le point T, ou 
je fuppole que l’Afymptote SET touche la Courbe. 

D’abord il eft qucltion de trouver le point S fur l’Axe , d’où 
part l' Afymptote. U y a enfuite une. autre démarche à faire; car 
un point ne fuffît pas pour déterminer la pofition d’une ligne. 
11 eu vrai que pour les Tangentes ordinaires le point S fumt , 

f iarce qu'on a, outre cela, le point T, duquel on peut tirer la 
igné au point 5 , en mettant une Réglé fur ces deux points. 

Mais ici la diftancc de ces deux points eft fi grande qu’il n’y a 
pas de Règle qui atteigne de l’un à l’autre, 6 c qu’il faut trouver 

3 uelqu’autrc point F. plus rapproché , qui ferve de guide pour vifer 
roit de S à T. Ce point E eft déterminé fur l’Afymptote par AE 
perpendiculaire au iommet A. Toute la queftion fe réduit donc à 
déterminer les deux lignes AS , AE. 

Pour détermineras, il faut prendre la Souftangcnte SP 8 c en 
ôter AF — x. P ij 
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Or pour trouver SP , il n’y a qu’à rappellcr ici l’Equation '—yy =s 
Dx -f xx de l’Hyperbole ou , pour rendre le Calcul moins embar- 
raflant , yy Dx — t- xx , laquelle ne différé de l’Equation circu- 

laire yy = Dx — xx , que par le ligne qui précédé le terme xx , 
& qui marque que dans l’Hyperbole il faut prendre la fécondé Abf- 
ciffe à contrefens du Cercle t parce qu’en effet les deux fom- 
mets font contournés , & comme contrcpointés dans l'Hyper- 
bole. 

Du refte fuppolânt -£f-= i ,c’eft- à-dire Ds=sd , lesdeux Axes 
égaux , l’Equation yy = Dx —f xx eft l’Equation d’une Hyperbole 
équilatere , dont l’afymptote le trouve abfolument de meme que 
pour toute autre Hyperbole. » 

Pour trouver donc SP , il n’y a qu’à prendre la différence 
rydy — Ddx — f i xdx de l’Equation Hyperbolique; la divifer par 
D-f ixs ce qui donne =dx-, multiplier par J- r ce qui fait 
— J -f J = SP; en ôter .v pour a voir SP — AP ou AS = crdii = 
.v , ou en réduifant .v en fraéxion = itStî- 

Or dans le cas prefent PA=s x eft infinie par rapportait Dia- 
mettre D , c’eft à-dire D eft nul par rapport à .v ; donc D — f ix = 

2 x; de AS = 7 =;D: C’eu-à-dire AS eft é gale.au demi Dia- 

mètre D , & l’Afymptotc 5 T part du Centre S. 

Trouvons maintenant AE. Cela eft facile par la limilitude des 
deux Triangles rcélangles , S PT , qui donne cette Analogie 
SP: PT :: SA : AE. 

C’eft-à-dirc j D -+ x :y::\ D: AE. & multipliant les extrêmes 
Scies moyens '-Dx. AE-+xx AE—'-Dy , 6c divifant par j D — y 

hj)j 

X , donc AE = ou , puilque jDcft nul par rapport à x 
1 

qui eft infinie. 

Or y — \/ Dx—bxx —y/xx—Xj pour la mêmeraifondc Dx 

nul par rapport à xx. Donc enfin AE— si^=i D. 

Donc AE = AS : ce qui n’eft pourtant vrai que dans le cas 
de l’hyperbole Equilatere où d = D , c’eft-à-dire les Diamètres 
font égaux. Car dans les autres Hyperboles , où les Axes font 
inégaux , les deux lignes AS , AE fuivent cette inégalité , & font 
égales chacune à leur demi Axe relatif AS «= jD Se AE = '-d-, 
ce qu’on trouvera facilement par l’Equation ^ yy = Dx -+ xx 
à laquelle il vaut mieux donner cette forme ~yy = Ax —bxx , 
afin que le d qui caraélerife les différences , n’y foit pas confondu 
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avec celui qui exprime le petit Diamètre ou le petit Axe. Du refte 
les opérations font les memes que les précédentes. 

On trouveroit de la même maniéré les Afymptores de toute 
autre Courbe parle moyen defon Equation , par exemple, celle 
de la Courbe nouée dont l’Equation eft xi — f-^i = axy , & dont 
je laiflè le plaifir de la découverte au leéteur , qui pourra s’y exer- 
cer , lorfque par deux ou trois lectures de cet Ouvrage , il pofle- 
dera un peu la routine du Calcul , & fur tout les Principes, dont 
je ne lui confeillc pas de rompre ici le fil par une pratique, qui ne 
fçauroit d’abord lui être familière ni aiféc. 

Mais voici une Méthode générale pour toutes fortes d’Afymp- 
totes de toutes fortes de Courbes. Elle eft du Sçavant M. Stirling 
qui nes’eft pas piqué delà rendre intelligible pour tout le monde. 
Tout confine à réduire l’Ordonnée d’une Courbe afymptorique 
en une Série qui ait à peu près cette formc/=î x"h- x " -1 -+/-■ 
&c ; c’eft-à-dire dont les expofans de .v aillent en décroilTànt , 
même allez vite, afin que des le trois ou quatrième terme , ils 
deviennent tout-à-fait négatifs , & que x foit au dénominateur , 
comme ici fuppofant»=: i , ona^>=x , -+A.' 0 -fi &c. Du refte 
les Coëfficicns s’y déterminent à l’ordinaire. 

Lorfqu’on a réduit^- en Sérié , on en prend les premiers ter- 
mes dans lefqucls x n’cft point au dénominateur ; par exemple : 
on prend / = x' — I- x° = x -f 1 5 & on éleve fur l’Axe ( Fig. tre- 
( (dente ) les perpendiculaires AE, GH&c c, égales à x i & leur 
lieu, c’eft-à-dire la ligne S EH qui paflèra par leurs extrêmitez , 
fera l’afymptotc. 

Car i°. fes ordonnées AE, GH , font plus grandes que celles 
GI de la Courbe , lorfque la Sérié eft x -+ i -+ j — f &c } tous les 
termes ayant le ligne H-, ou du moins ceux qui ont — f l’empor- 
tant fur ceux qui peuvent avoir — . 

Car du refte , fi après les deux premiers , les autres avoient — , 
ou que les — l’emportaflcnt , alors l'Afymptote leroit au-deffous 
delà Courbe, Sc entr'elleêc l’Axe. Il fuffiroit même que le terme 
;eût le Signe — pour faire tomber l’Afymptote fous la Courbe : 
car i*. fuppofantx, c’eft-à-dire, AG , AD , AP infiniment ou 
même feulement fort grandes , alors tous les termes ^ , dr, , qui 
fuivent font nuis ou fort petits par rapport à lui j de forte que, 
s’il a le ligne — , l’ordonnée de la Courbe eftplus petite que celle 
de l’Afymptote. 

3°. On voit bien que SET eft une véritable Afymptote : puif- 
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que lorfque y eft infinie , alors ;•& tous les fui vans , deviennent 
infiniment petits 8c nuis, 8c l’Ordonnée de la Courbe eft égale à 
celle de la ligne ST , qui par conféquent la touche en ce point. 

Dans tous les autres points , on voit qu’à mefure que x eft plus 
grande , à mefure les termes \ , £ Sic , par lefqucls les deux or- 
données de la courbe 8c delà droite 57’ différent, 8c qui expri- 
ment leur diftance , diminuent. 

4 °. Il y a des Afymptotes courbes, c’cft-àdirc des Courbes qui 
approchent d : autrcs Courbes à l’infini. Or la Série s’étend à ce cas, 

& alors l’ordonnée eft par exemple y =* \/x~+yi dont le pre- 
mier terme \/ x fait voir, que l’Afymptote eft une Parabole. 

5 °. Tous ies cas poflibles des Afymptotes infinies les unes par 
rapport aux autres , de celles qui coupent la Courbe d’un côte 8c 
la touchent infiniment loin de l’autre côté, 8cc, font compris dans 
cette Méthode } 8c lorfque la Courbe a pluficurs Afymptotes , on 
trouveautant de Sériés pour la valeur dc^ , 8cc. 


LIVRE IL 

Méthode De Maximis , minimis 8c mediis , & des autres points de 

Station. 

A Pr.es ce que nous avons dit, dans le Traité précédent , tou- 
chant ces Points , il ne fera pas difficile d’en trouver les for- 
mules. Tout fc réduit au rapport g , qu’ont entr’elles les différen- 
ces infiniment petites des Coordonnées. 

Lorfque dy eft infiniment petite par rapport à dx , 8c que la 
Formule eft £ , alors c’cft marque que l'Ordonnée eft la plus 
grande quelle puiffe être, 8c que la Courbe ou fa Tangente eft 
parallèle à l’Axe ou aux Abfciuès. 

Lorfque dy eft. infiniment grande par rapportât*, ou que dx 
eft nulle par rapport à dy , la formule étant ^ , c’eft (igné que l’Or- 
donnée eft de toutes la plus petite , 8c que la Courbe eft perpen- 
diculaire à l’Axe , aux Abfciffcs , ou du moins parallèle aux Or- 
données. 

C’eft à ces deux Formules ~ , 8c ^ que les Géomètres ont bor- 
né jufqu’ici ces qucftionSj maison peut y ajouter cette autre for- 
mule jjj = i , ou dy = dx , félon laquelle il y a 8c on trouve le 
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point delà Courbe, où les Ordonnées tiennenrle milieu encre les 
plus grandes 6c les moindres. 

On peut même étendre cette formule à cous les points en fup- 
pofant ^ = z , ou à 3 , ou à 100., ou en général H = *■ ce qui 
porte l’anal y le des Courbes , aufli loin qu’elle peur aller à cet égard. 

L’ufage ac ces Formules, cft tout fimplcj.par exemple., pour 
trouver la plus grande Ordonnée , 6c le point le pjus éjevé de la 
Parabole, je me fers de fon Equation px=*yy , donc je prends 
la différence pdx => iydy , 6c divifànt par dx fie par ly , j’ai * =■ 

4 * * 

Suppofant donc donc ~ =*=■ donc iy eft infiniment 

grande par rapport kp , c’cft-à-dire quej' eft infinie , lorfqu’cllc eft 
la plus grande de toutes ; de forte- que la Parabole, ne. devient pa- 
rallèle à fon Axe qu’infiniment loin, 5 c après s’en être infiniment 
éloignée. 

Mais fuppofant V = 17 , alors p cft infiniment grand par rap- 
port à. l’Ordonnée qui eft infiniment petite } c’eft-à-dirc que la plus 
petite de toutes les Ordonnées eft nulle, lorfque la Courbe cft pa- 
rallèle aux Ordonnées, 6c perpendiculaire à l’Axe, c’cft-à-dirc au 
fommet. 

Enfin fuppofant ^ = 1 , & J- = 1 ; on cire.^ ==» ly , 2c y p t 

iCyy = j pp = px , 8c x = 7 p. De force que le point moyen de la 
Parabole eft celui qui répond à fon Foyer , lorfque l’Abfcifle cft 
un quart du Paramétré, & que l’Ordonnée en cft la moicié. 

On pourrait fuppofer de même 3 = 5 d’où on tireroic 

p = 6y , 6c y = 7 / > &//= -hjp, & De force 

n’y a pas de Point où l’on ne puille connoîtrc le Rapport des Coor- 
données fie de leurs différences. 

Dans le Cercle l’Equation cftyy = zrx — XA'jd’où iydy = irdx 

— ixdx -, d’où-£- = ^ - : 6c fuppofant dy — a o , donc 

r — x = o,&i r = x, c’eft-à-dire que l’Ordonnée cft la plusgran- 
dclorfqiic l’Abfcifle vajufqu’au centre, 6c alors l’Ordonnée comme 
l’Abfcille cft égale au Rayon; car alors yy = irr — rr — rr ,fic 

y=r- 

Mais fuppofant dx = o , alors \ irx — ~xx = a , 6c irx — 
xx = o , 6c ir — .v = o 8c ir = x. C’cft-à-dirc que Ôcc, 

Lorfque dy — dx-, Alorsr — x—^irx — x.v;6c quarrant,rr 

— irx — F xx = irx — xx , 6c rr — ayx — f ixx — o , fie rr — 4 rx 
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— f- 4 xx = ixx , donc la Racine quarréc eftr — ixsfc.vv'z , d’où 
r= 1 *-+xV r :,«C*= -£ y% . 

Il n’y a pas de Courbe , dont on ne puiflè trouver par ce moyen 
les plus grandes , les moindres , les moyennes , & telles au très ordon- 
nées ou abfciflès que l’on voudra, 5 c par conféquenc aulli la po- 
fition de tous les points de la Courbe, au Sommet, aux Apfldts 
5c par tout ailleurs. 

On peut aufli par ce moyen réfoudre toutes les queftions de 
maximis , minimis & mediis , en les rapportant aux Courbes, ôc re- 
gardant leurs inconnues comme des Coordonnées. Par exemple, 
fi on propofoit dp partager une ligne , ou un nombre , ou telle 
autre grandeur, de maniéré que le produit des deux parties fut le 
plus grand , ou le plus petit , ou le moyen de tous ceux qu’on peut 
faire , ou tel autre en particulier. 

11 n’y a qu’à fuppofer la quantité a , une de fes parties x ; l’au* 
tre partie fera donc a — x , Sc le produit ax — xx devant être par 
exemple, le plus grand, on en prendra !a différence adx — îxdx 
qu’on fuppofera ==Oj ce qui donne a = ix, 5 cx = j*. 

Il faut donc partager* par la moitié 5 c multiplier une moitié par 
l’autre, le quarré qui en réfultera fera le plus grand de tous les 
produits ax — .v.v j ce que nous avons déjà démontré dans la Geo- 
metrie fimplc , en parlant des Ifoperimetres. Car tous ces produits 
auront pour leurs cotez * — x 6c x , Sc feront Ifoperimetres. 

Or de tous les Ifoperimetres rcétangles , le quarré eft le plus 
grand. Effectivement partageant un nombre S , le produit des par- 
ties 4*4= 1 6 eft le plusgrand, 5 c 5 xj =» i J , 6x1 = 11,7x1 
- 7 , 7 W-JV&C. 

Or fi l’on y prend garde ax — xx peut être reprefenté par un 
Cercle , en fuppofant ax — xx —yy ,qui eft la propre Equation du 
Cercle: Suppoiition au reftequin’a rien que de naturel 5 c de fondé, 
puifquc ax — xx reprefente une infinité de Rectangles dont 
chacun peut être transformé ou égalé à un quarré , ce qui eft un 
Problème circulaire, c’cft-à-dire qui a pour fon lieu Géométri- 
que un Cercle. 

1°. Des Points doubles d’inflexion , de Reflexion , dre. Comme on 
trouve les plus grandes ou les j>lus petites Coordonnées, en fup- 
pofant dy ou dx =0 , de meme on trouve les plus grandes ou 
plus petites différences de ces Coordonnées , en fuppofant ddy ou 
ddx s= o ; ce qui arrive dans les points où la Courbe fc fléchit , fe 

réfléchit, 
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réfléchie , fe redouble , en un mot fc plie 3 c fe replie d'une manière 
ou d'une autre. 

Remarquezque lorfque dy ==o ,dx=t oo : c’eft-à-dire que lorf- 
que dy cft nuUe , dx cft infinie, ÔC que de même lorfque ax=s= o , 
c’cft dy = oo. 

De forte que pour trouver les plus grands ou les moindres, il 
fuffic de fuppofer dy= o , ou = oo , & lorfqu’il s’agit des points 
doubles de ftation , il faut fuppofer ddyao, ou = oo. On trou- 
vera des Exemples de tout le détail dans l'Analyfe des infiniment 
fttits. 

3°. Des Branches des Courbes. Le degré même de l’Equation 
d’une Courbe fait connoître le nombre des Branches de cette 
Courbe. Mais la nature, l’origine, l’extenfion, la direction , les 
diverfes affections ou modifications de ces Branches fe connoif- 
fent par le moyen des foûtangentes , des plus grands , des moin- 
dres , des moyens , 8cc. c’eft-a-dire par le moyen de ces Formules 
S = <FF, dy = o,dy= oo , dx = dy , ou JJ = i , ou = a >ddy 
• = o , ou = oo &cc. 


L I V R E III. 

Des Perpendiculaires , Sous perpendiculaires & des Développées. 

N E vifant déformais qu’à abroger pour finir, il cft queftion 
de tirer ( Fig. 14J une perpendiculaire PD au point P , 
c’eft-à-dirc , à la Tangente en P , 8c pour cela de trouver la fous- 
perpendiculaire bD. 

Elle fe trouve , à peu près , comme la Souftangente par le moyen 
du petit triangle Elémentaire prP 8c du Triangle PhD, qui (ont 
femblables. 

Car i°. ils font rectangles, l’un en r, l’autre en b. r°. L’Angle 
P du grand Triangle ell égal à l’Angle p du petit , puifque l’un 8c 
l’autre fait la valeur d’un Angle droit avec l’Angle fait en P par les 
deux lignes pP , rP. 

Car PAngle.cn r étant droit, les deux autres Angles p Sc P du 
petit Triangle, valent un droit ; Sc l'Angle P du petit vaut un 
droit avec PAngle P du grand ; puifque ces deux Angles font par- 
ties du grand Angle fait en P , par la perpendiculaire DP. 

Tome II. Q 
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Donc ccs deux Triangles font fcmblables , & les lignes/r & Pb 
font femblables & homologues , les lignes fP Sc PD Te fontaulTi , 
Sc Pr , bD auffi. On a donc cette Analogic^r : rP :: P b : bD. C’eft- 
à dire dx ; ij y : bD. Donc bD =s ^ ce qui eft la Formule des 
Sousperpendicufaircs bD , comme ^ eft celle des Souftangentes. 

C'en eft aller pour titer une perpendiculaire à quelque point 
que ce foie d’une Courbe. Car par exemple , dans la Parabole px 
=**yy , & fdx = lydy , Sc i p c De forte que prenant depuis 
l’Ordonnée Pê , la ligne bD *=* ~ p , il n’y a qu’à tirer limplcmcnt 
une ligne par les deux points P Sc D. 

Mais il y a quelque choie de plus ; il faut trouver la longueur 
PC de cette Perpendiculaire , c’eft-A-dire trouver le point C où 
elle fe réunit à la Perpendiculaire infiniment voifine pC , Sc par 
conféquent celui où elle touche la Développée; c’cft-à-dirc en- 
tore, il s'agit de trouver le CentrcC de l’Arc circulaire infiniment 
petit pP décrit par le développement du point C. 

Or cela fc trouve par l’Analogie pr pP v. Pg: Pc -,&c nommant 
Pg , z, -, 6c. pP , de ; parce que c’cft la différence de la citconféren-* 
ce ApP ; on a dx : de :: a, : PC — Or PC — pC , Sc leur diffé- 
rence eft nulle ; ainfi prenant la différence de ‘-g , elle doit être 
nulle. 

Cette différence , en obfervant que dx eft confiante & =±s i , 
eft steÿ-W* s o. Donca«= *jj r = — ^ c . Car dx = dy , la diffé- 
rence des deux pG , Pg étant rP , la même que la différence des 
Ordonnées pB , Pb. 

Il n’eft plus qutftion cpe d’évaluer^ Sc die. Or le Triangle 
pPr étant reélanglecn r,le quarréde ^ P eft égal aux quarrez de 


Sc de rP. Donc de 1 — -4- dy* , Sc de = V dx x -+dy x , Sc 1 dedde 

= îdxddx -+ idyddy = i dyddy ; car ddx = o , puifque dx cftjeonf- 

tante. Donc dde => i7 fp- = / Donc *.»= — -]£ = — 

Va* 1 -+<)]»* 


C’cft-là la formule pour trouver le pointC. Car connorflànt^G, 
on n’a qu’à tirer au point G une perpendiculaire GC , Sec. Par 
txemple , fuppofant que la Courbe ApP eft une Parabole , dont 
l’Equation eft px = yy , dont la différence eft pdx*=s îydy -, ce qui 
donne dy=s él—. ddy— — p ^‘ eofunpofanttouiours 
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dx confiante 8c ddx = o. Subftituant donc dans la Formule pré- 
cédente les valeurs de dy x Ôc de ddj 8cc. 

On doit voir que la Développée du Cercle, eft unpoint 8c fon 
Centre même, puifque toutes les perpendiculaires à fa Circonfé- 
rence font égales au Rayon , 8c fc réunifient au Centre. 

*1»^ *K» 

QUARANTE-NEUVIEME TRAITE*. 

Des Genres des Courbes 

ou des Courtes en général. 

J E ne connois que trois Auteurs, tous trois Anglois ou Ecoflois, 
qui ayent touché à ce T raité des Courbes en général. M. New- 
ton en a fourni tout le fonds, mais d’une maniéré fi concile 8c fi 
peu démonftrative , que s’il n’avoit en ceci la gloire de l’invention , 
je ne vois pas à quelle autre gloire il pourrait préccndrc. 

A la vérité la. gloire de [invention eft fupérieure à toutes les 
autres gloires du bel Efprit. Mais n’eft-çc que pour fe faire admi- 
rer, qu’on écrit? 

Et le Public eft il fort redevable à un Auteur qui ne donne fc* 
découvertes que pour prendre Acte qu’il les a faites, 8c pour ôter 
à tout autre la gloire 8c l’émulation de les foire ? Heureufement M. 
Newton a efi beaucoup de difciplcs , dans un Pays où la difficulté 
du travail y fert d’amorce 8c d’aiguillon. 

Cependant de tous les ouvrages de cet illuftrc Anglois , celui qui 
regarde l’Enumcration générale des Courbes , n’eft pas celui qui a 
eû le plus de Commentateurs. M. Stirling feul en valoir bien d’au- 
tres i mais fenfibîc auffi à la gloire de ce tour myfterieux 8c original, 
que fon maître avoic affecté d’après D eft art es , les éclairciflemens 
qu’il a ajoutez à l'Enumération Newtonienne des Courbes, ont 
befoin eux-mêmes de grands éclairciflemens. 

M. Mac-lanrin dans fa Defcription Organique des Courbes , a 

I iris un autre tour pour aller au même but , en foutenant toujours 
e même air de Profondeur 8c de myftere , qui cara&erifè les dis- 
ciples de M. Newton. 

C’cft M. Stirling que je vais fuivreici , pour développer ce mor- 

Qij 
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ccau de Géométrie, qu’on peut appellcrla Géométrie Angtoije pat 
préférence à tous les autres , comme on peut appeller la Géomé- 
trie de Defcartes , la Géométrie Franfoife. 

Car quoique M. Newton ait beaucoup d’autres 8c de grandes 
découvertes qui lui font propres; cependant cqmmc fes principes 
Mathématiques font mêlez ac beaucoup de chofcs litigieufes , de 
Phyfiquc 8c de Méchaniquc , 8c que M . Leibnis fcmbïc partager 
avec lui la gloire du Calcul infinitefimal , je dis en général , 8c 
comme d'ailleurs je ne vois pas que hors de l’Angleterre on ait fort 
manié cette théorie générale des Courbes, à la réfèrve d’une pre- 
mière ébauche que Ut [cartes en a faite dans fa Géométrie , 8c de 
la clef générale qu’il a donnée, pour leur réduction en Equations 
Algébriques ; je crois que ce nom de Géométrie Angloife con- 
vient parfaitement à ce Traité , dont voici le précis fans an eu a 
myftcrc. • • 

LIVRE PREMIER . 

Des Ordres des Courbes.. 

S A n s contredire les diftin&iôns (Economiques que les Auteurs 
ont faites des Courbes , en diverfes clafles , & fans trop m’y af- 
fervir non plus, je les diftinguc entrois Ordres, le fini, l’infini 8c 
l’indéfini. C’cft par le rapport des. Coordonnées que tout cela fe 
décide , 8C par le Rapport des Coordonnées rcCtilignes. 

Car nous ne connoiflons de mefure que la ligne droite ; 8c tout 
ce qui étant Courbe cft irréductible aux. lignes droites , cft pour 
nous tranfeendant 8c infini , ou même tout-â-fait inintelligible 8c 
indéfini : je m’explique. 

Concevant un Axe coupé dans tous fes points, par des Ordon- 
nées paralîellcs > Sc qui font entr’elles dans la raifon fimple, doublée, 
triplée , en un mot quelconque de leurs Abfciflès cotrefgondantes , 
ou de leurs quarrez } cubes ou autres puiflànces quelconques , la 
Courbe qui eftle lieu de ces Coordonnées, 8c qui paflè parles cx- 
trêmitez de toutes ces Ordonnées , eftrd’un ordre fini , lorfque les 
puiflànces relatives des Coordonnées font déterminées. 

Par exemple , lorfque les quarrez des Abfciflès font comme les. 
Cubes des Ordonnées ; ou queles Cubes des Abfciflès font comme 
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les quarrez des Ordonnées j ou que la dixiéme , vingtième , cen- 
tième ou telle puiftànce déterminée des unes, eft comme telle pu if- 
Tance déterminée des autres -, entendant même les Racines , qui 
font des puiftances imparfaites, fous le nom de puiftances ; en un 
mot , lorfque les Expofans de x 8t dey font des nombres déter- 
minez , quels qu’ils foient. Car tout ce qui eft numérique eft fini 
pour nous, & tout ce qui ne peut s’exprimer par des nombres , 
nous paftè , eft tranfeendant. 

On appelle ces fortes de Courbes , des Courbes Algébriques , par- 
ce que le rapport de leurs Coordonnées peut s’exprimer par une 
Equation Algébrique , dont toutes les lettres repréfentent des li- 
gnes droites. 

Mais à prendre la chofc dans ce point de vûë , 6c relativement 
au calcul , peut-être (croit-il plus exact de nommer ces Courbes 
Arithmétiques , pour les diftinguerdes Exponentielles , 8c de toutes 
les autres tranjeendanres y qui ne Iaiflënt pas d’avoir des cxprcdîons 
Algébriques , mais n’en ont point d’Aritnmétiques , étant abfolu- 
ment irréductibles aux nombres , ou même à rien de déterminé. 

On appelle auflî ces Courbes Géométriques , par oppofition à celles 
d’un Ordre fupérieur , qu’on appelle Mech, iniques , avec Defcartes 
que M. Leibais 8c M. Newton ont peut-être contredit trop légè- 
rement en ce point. 

Car , quoiqu’en un vrai fens toutes les Courbes que Ta Géo- 
métrie confidere , foient par cet endroit , de fon reftort 8c dignes 
du nom de Géométriques , cependant en pénétrant un peu l’idée de 
Defcartes , il n’eft pas mal de diftinguer les Courbes en Géomé- 
triques 8c en Méchaniques ; entendant par les dernières celles dont 
la defeription n'cft que Méchanique s au lieu que les premières 
outre leur defeription Organique parle mouvement continu-d’un 
Compas , d’une Réglé , ou de tout autre inftrumcnt plus compofé , 
font lufceptibles d’une defeription Géométrique ou Analytique 
parle moyen du Rapport confiant des Coordonnées, lequel rap- 
.port eft connu dans les Géométriques ou Algébriques, qui font 
d’un ordre fini , 8c dont l’Expofant eft Arithmétique ,cntiérou ftac-- 
tionaire. 

Ce Rapport eft inconnu dans les Courbes Méchaniques , qu’on ap- 
pelle auflî tranfeendantes chez tous les Géomètres, 8c que je dif- 
tinguc en deux Ordres & infini 8 C & indéfini. 

P appelle Courbes infinies ou Courbes d'un ordre infini , celles quii 
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font une infinité de révolutions, qui ont une infinité deredou- 
blcmcns ou de réflexions ou d'ondulations, en un mot une infi- 
nité de Branches; de forte qu’une ligne droite qui les traverfe, 
les coupe en une infinité de points. 

Telle eft la Spirale, qui tournant à l’infini autour de fon Cen- 
tre , forme une infinité de tours Concentriques , donc chacun eft 
èou pé par le Rayon qui part du Centre. 

Les Courbes indéfinies font toutes celles qui le préfententdans 
des points de vûë fi tranlccndans , fi indéterminée 8c fi vagues, 
qu’on ne peut dire fi elles font finies ou infinies, ni à quel genre, 
à quel ordre, à quel dégré elles appartiennent. 

Car neconnoiflant guercs les Courbes, que relativement à leurs 
Coordonnées rectilignes , il y a telle Courbe que nous connoif- 
Ions parfaitement dans ce point de Tiië; que nous ne connoîtrions 
plus, fi elle fc préfentoie dans tout autre qui ne nous ferait pas 
connu. Or les Courbes les plus (impies ont des proprietez fi ca- 
chées , fi éloignées de notre portée que , fi elles (e prcfencoient 
à nous par ces cotez , nous ferions fort embaraficz à les rccon- 
noître. 

Ces Courbes indéfinies font jufqu’ici de trois fortes ; i®. celles 

3 ui ont des Courbes irrcétifiablcs pour une ou deux de leurs Coor- 
onnées. 

Car au lieu de prendre des lignes droites pour l’Axe, & pour 
les Ordonnées d’une Courbe; on peut prendre des lignes Cour- 
bes , & concevoir par exemple, fur une ligne hyperbolique , une 
infinité d’Ordonnées droites ou même Courbes , par exemple , 
d’Arcs de Cercles parallèles 8c concentriques , lefqucls foient en- 
tr’eux dans la proportion fimplc ou compofêedes Abfcrfles. 

Dans la Parabole ordinaire, les Abfciffcs font comme les quar- 
rezdes Ordonnées; mais (ion prenoitees Abfciffcs fur la Circon- 
fércncc d’une Hyperbole, d’une Parabole même, ou même d’un 
Cercle, 8c que les Ordonnées élevées parallellement l'une à l’autre 
fur cette Circonférence , fuffent aufli des lignes Courbes ou mê- 
me des droites dont les quarrez fu fient en raifon des Abfciflès cour- 
bes corrcfpondantcs , alors le lieu de ces Coordonnées Courbes ne 
ferait plus une Parabole fimplc du fécond degré ; mais une Para- 
bole tranfeendante 8c indéfinie, dont on n’a point d’idée précife 
8c véritablement Géométrique , à caufède l’irréduûibilite de fes 
Coordonnées à des lignes droites. 
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Du refte ces fortes de Courbes ne doivent en aucune forte être 
confondues , comme elles fomblcnt l’avoir été jufqu’ici , avec celles 
d’un Ordre infini. Car elles peuvent être réellement finies. 

Pour le démontrer, foit ( Fig. 15. ) une Parabole ordinaire 
ALMNO , avec fon Axe reétiligne ABC DE j foit auflïune ligne 
Courbe quelconque AGHIK 1 Si foient plufieurs Arcs par exem- 
ple de Cercle LG , MH, NI , OK décrits au Centre A par les points 
G, H, I, K , de manière qu’on conçoive les parties AG , GH, 
HI, IK, égales. 

Il cft clair qu’à caufe de la régularité de toutes ces Courbes il 
règne une proportion régulière entre les AbfcilTès courbes AG , 
Æi , AI , Sic , 8c les Ordonnées circulaires GL , HM , IN , Sic , 
correfpondantcs. 

Or cette proportion ne nous cft pas connue , & cft rout-à-fait 
tranfeendante fie infinie pour nous: deforte que, fi par hazard elle 
fe prefentoit à nous, dans un point de vue abftrait 8c fans aucun 
rapport connu à la Parabole ALO , nous traiterions cette Courbe 
de tranfeendante, elle le feroit même dans ce point de vue, & nous 
ne l'y reconnoîtrions plus , quoique dans le fond elle ne fut pas 
moins , en foi-même , d'un ordre fini Si du fécond degré, le plus fini 
des Courbes. 

Nous ne connoiflons point les chofes en elles - mêmes , nous 
n’en connoiflons que des Rapports , nous ne les voyons que par 
un petit nombre de cotez ; qu’elles nous préfentent d’autres cotez , 
nous ne les connoiflons plus. C’cft ainfi que tous les jours nous 
nous croyons fort éloignez d'une choie , que nous avons fous les 
yeux & dans les mains, uniquement parce qu’elle ne lé préfente 

f ias du côté Si dans le point de vue , ou nous avons accoutumé de 
’envtfagcr Si de la reconnoître. 

Quand on aura trouvé la Quadrature du Cercle, on fora tout 
étonné de voir , que depuis bien des lîécles , il ne manquok que de 
fçavoir qu’on l’avoit trouvée. 

La féconde efpecc de Courbes indéfinies, font la plupart de9 
Courbes appelées partauraatts & variables , qui font repréicotées 
par des Equations tscponettutllts , comme x" =/’. 

Je dis la plupart , Si non pas toutes : car il y en a beaucoup qu’on 
peut définir SÎi réduire à dès Courbes finies , Géométriques Si in- 
telligibles : oc qui me fait foupçonner qu’abfolumcut il n’y en a 
aucune qui n’y foit réductible on dta moins aux Courbes infinies , 
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te que leur tranfcendance ne vient que de l'cxprcflîon trop abf- 
traitc , fous laquelle nous les faififlbns. 

Par exemple ; l’Equation exponentielle f = a‘ réduite en lo- 
garithmique xly ala , cft une Equation à l’Hyperbole par rap- 
port à fon Afymptotc. 

Enfin la troiliéme efpece de Courbes indéfinies , font celles 
dont ['Equation contient des différences infiniment petites qu’on 

ne peut intégrer: comme d)*\/ xx — aa — adx, qu’on croit être 
l’Equation de la Courbe formée par une corde ou une Chaînette , 
fufpcnduë à fes deux bouts ; Courbe tout-à-fait indéfinie & tranf- 
cendanre , qu’on ne connoît guéres , s’il cft vrai qu’on ne la con- 
noiflè que fous cette expreflion. 

Car c’eft voir une Courbe d’infiniment loin , que de ne la voir 
que dans fes premiers Elemens infiniment petits , lefquels fuivent 
une proportion fort différente de celle des Coordonnées entières. 
En voila affez fur cette diflinclion d’ordres : pallons à celle des 
dégrez. 


LIVRE IL 

Des Degrez. des Courbes. 

I L y a autant de Degrez des Courbes , qu’il y a de nombres ; 

mais il y a plus de Courbes cju’il n’y a de Degrez 5 foit parce 
que chaque Degré en contient pîuficurs , comme le fécond en con- 
tient quatre clpeces , le Cercle , l’Ellipfe , & c , foit parce qu’il y a 
une infinité de Courbes réellement tranfeendantes te infinies qui , 
excédant tout nombre , font au-deffus de tous les Degrez. 11 ne 
s’agit ici majntenantque des Courbes numériques , ou algébriques , 
dont le degré cft précis. 

Le Degré cft , géométriquement , fondé fur le rapport fimple 
ou compofé qui régné entre tes Coordonnées, ou entre leurs puif- 
fanccs. Ce font ces puifîànces, qui forment le Degré précis de la 
Courbe. 

Les fécondés Puiiïànces , les Quarrez , ou même les Rectan- 
gles forment le fécond Degré ; te les Courbes coniques font de ce 
fécond Degré ; parce que ce font les Quarrez ôc lçs Re&anglcs , 

en 


Digitized by Google 



Les Genres des Courbes. ‘ny 

en un mot les Plans ou les doubles dimenfions des Coordonnées , 
qu’il taut comparer , pour déterminer leur nature géométrique. 

Or , toute proportion , réduite en Calcul , fe change en Equa- 
tion j & c'eft furrout dans l’Equation , que le manifeile le Degré 
précis d’une Courbe. 

Car, dans la proportion x: a :: b : y , qui cft celle des Coordon- 
nées afymptotiques de l’Hyperbole , on ne reconnoît pas d’abord le 
fécond Degré dont cft cette Courbe : mais on ne peut le mécon- 
noître dans l’Equation xy = ab qui en réfultC; car xy cft un Plan 
ou un Rectangle de deux dimenfions. 

C’eft donc un principe general dans cette Matière , que les 
Courbes font du Degré indiqué par l'Expofaut le plus haut de 
leurs Coordonnées, ou féparéesou réunies. 

Cela demande cependant quelque explication : car la Parabole 

g ifle conftamment pour être du fécond Degré , quoique dans fon 
quation yy — çx , l’Abfciile x ne s’élève qu’au premier Degré. 
Je ne changerai point les termcsjmais je remarquerai qu’en rigueur 
géométrique , la Parabole n’atteint pas pleinement au fécond De- 
gré , & tient le milieu entre le premier & le fécond , étant du 
Degré unicruc & demi s’il cft permis d’introduire , en paflànt , cette 
cxprcflion géométrique. 

Je dis géométrique, caria vraye Règle Géométrique pourdé- 
termincr le Degré précis d'une Courbe , n’eft autre que le nom- 
bre des interférions des Coordonnées : or l’Axe de la Parabole 
ne la coupe qu’en un point, au lieu que les Ordonnées la coupent 
en deux ; cequieftla raifon précifc pourquoi dans yy=px f Or- 
donnée eft au fécond Degré, & l’Abfciflc au premier : telle eft la 
correfpondancc exaéte entr’une Courbe , 6c fon Equation carac- 
teriftique. 

La connoiflànce des Degrez fc réduit donc à celle des Equations. 
Mais chaque Degré ayant plufieurs Courbes , & par conféquenc 
aulli plufieurs Equations fubalterncsj par exemple, le fécond ayant 
yy = px qui eft à la Parabole , yy = irx — xx qui eft au Cercle 
&c ; 8c comme il ne s’agit dans ce Traité que des Genres des 
Courbes ou des Courbes en general , il faut déterminer les Equa- 
tions generales ou les Formules, qui contiennent toutes les efpc- 
ces fubaltcrncs. 

Pour en venir à bout , je remarque que toute Equation de Cour- 
be ne contient que trois fortes de Grandeurs x ,y ,èc a, c’eft-à- 
Teme II. R 
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dire l’AMciflè, Sc l’Ordonnée qui font indéterminées , 8 c des gran- 
deurs connues 6 c invariables, que je fuppofe toutes repréfentées 
par a. 

Pour trouver donc une Equation generale , qui comprenne tou- 
tes celles d’un Degré , il ne fauc que trouver les Combinaifons 
pofüblcs de ces trois grandeurs & de leurs puiflinces , convena- 
bles à ce Degré. 

Suivant cela , le premier Degré qui eft celui de la ligne droite , 
qu’on peut regarder comme une Courbe infiniment peu courbe, 
fera reprélcnté généralement par l’Equation fimple^—i-x—M=* , 
&C en leur donnant les Coeftîciens qui en font inféparables , ce fera 
CJ-+ bx -+ 4 = o , ou^ -+ J .v -+ * = o , ouj' = * at -h- a, comme 
nous l’avons déjà déterminé dans les lieux géométriques de la 
Géométrie compofée. 

Au refte dans ces Formules generales , on ne s’embaraffe pas 
des lignes, & on met toujours le figne plus par provifion , faufà 
lui fulbftitucr moins lorfqu’on en viendra à quelque Application 
particulière. 

Remarquez aufli qu’au lieu de \ , je mets fans façon a pour 
fimplifier l’exprcfîion , qui eft allez vague pour que a reprefente } , 
félon l’efprit de l’ Algèbre. 

Pour trouver l’Equation generale du fécond & des autres De- 
grez, je remarque qu’en multipliant une grandeur complexe com- 
me px— f.< , on trouve toutes les Combinaifons planes ou du 

fécond Degré , donc ces trois lettres font fufceptiblcs dans leurs 
fécondes Puiflances ; parce qu’en effet on multiplie chaque partie 
par chaque partie pour multiplier le tout parle tout. 

Ainfi prenant IcQuarré de y -+.V-+ a=st , j’ai sur — -I- îxy — f xay 
— + xx -+ iax -+ aa , qui contient toutes les Combinaifons pofh- 
bles du Iccond Degré. 

De forte qu’en variant les coefficiens qui y font un peu trop 
régulièrement diftribuez , on convertira cette Equation , qui cft 
celle du Quarré reéliligne , en celle d’une Figure Courbe yy -¥ 
axy -+ by -+ exx —t-dx-yc — o, laquelle reprélente toutes les Equa- 
tions pollîblcsdu Iccond Degré , par excmple^y= îrx — xx du 
Cercle , en fuppofant a*=o, b=ao, r<= i , SC dc=. ir. 

Delà même manière le troilîéme Degré a pour Equation ge- 
nerale yi—i-axy 1 - 4 - by l -+c* , y-+ dxy -+ ey — f fx' -+ ? x 1 -+ hx — f- 
i=o , Sc l’on voit toutes les Combinaifons poflîblcs des deux in- 
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connues x ,y , 5 c de leurs Puiflanccs , entr’cllcs Se avec les ccn- 
nuës<», b , c , Sec. 

Car, il y a d‘un côté toutes les Pu i (Tan ces de/ que peut con- 
tenir Ton Cube, combinées avec les connues,/' -f b/ -+ cy. 

De l’autre côté font de même toutes les Pu i (Tances de x , fça- 
voir fx' — f-/* 1 — f hx. 

Troifiémcment voilà dans axy 1 -+ cx l y ~+ dxy toutes les Puif- 
Tanccs de y combinées avec celles de .v. 

4 0 . Enfin on y voit les connues feules dans i , 5 c combinées 
avec les x 5 c y aans les autres termes ; enforte qu’on peut défier 
d’imaginer une autre combinaifon po(fiblc, convenable au troi- 
fiéme Degré qui ne s’y trouve. 

Car y*x , ou x'y ne conviennent pas à ce Degré , puifquc lcsin- 
connuës montent enfcmble au quatrième. Or ce font les incon- 
nues feules dont les dimenfions décident de celles de l'Equation ; 
bcaxyy n’eft ccnfé que de trois dimenfions, parce que les connues 
n’entrent pas dans les difficultcz d’une rélolution; 5 c qu’au con- 
traire elles forment cette réfolution qui, fans elles, ferait impof- 
fible. 

On trouvera de même le quatrième Degré/ 4 -+axy'-+by'-+ 
(x x y l -+dxy l —t-cy* ~+fx'y—\- 5 cc. Et tout^i-fait en general /* — f 
axy m ~‘ -f cx l y a ~\ Sec, qu’on peut continuer à l’infini , repréfente 
toutes les Equations poflibles de tous les Degrez , ce qui forme 
un coup d’œil magnifique pour un Géomètre, Se pourtour cfipric 
capable d'un regard de cette étendue. 


LIVRE III. 

De la Théorie generale des Courbes. 

L E s Courbes ont une infinité de proprietez; les (èulcs Sc&ions 
coniques ont fourni bien des Volumes aux Anciens Se aux 
Modernes , aux Apollonius 8e aux Grégoire de Jaint Vincent. M. 
Newton en a indiqué la clef generale dans les préliminaires de 
fon Enumération du troifiéme Ordre 5 M. Stirling l’a montrée de 
plus près dans fes 1 1 Se 1 1 Propofitions. La voici tout-à-fait à dé- 
couvert. 

La maniéré la plus (impie 8c la plus ordinaire d’cnvifiiger les 

Rij 
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Courbes , cft de les rapporter à leurs Axes & à leurs Coordonnées 
perpendiculaires. Mais à quelque Point , à quelque ligne , à quel- 
ques Coordonnées qu’on les rapporte, elles conferventleur régu- 
larité , & même leur Degré 8c leur Equation , toutes les variations 
tombant fur les Coefficiens connus , 8c ies Puiflances des Coor- 
données quelconques étant toujours immuables. 

C’eft-là ce que j’entreprends de développer ici en peu de mots. 
Je ne connois pas de vérité plus haute ni plus vafle que celle-ci, 
dans toute la Géométrie. Mais la difficulté n’en égale pas la hau- 
teur, 8c nous avons vu jufqu’ici bien des chofcsplus difficiles ,8c 
furtout plus abftraites. 

Il s’agit précilement de comprendre que , dans quelque fens,dans 
quelque Point de vue qu’on prenne une Courbe , la même propor- 
tion régné entre fes Coordonnées quelconques , 8c le même Degré 
caraékérife fon Equation. 

Il fuffiroit prelque de dire que , de quelque côté qu’on envi- 
fage une Courbe , elle préfente une Forme régulière , 8c à peu près 
la même Forme, à la réferve de quelques Traits qui paroiflènt 
s’allonger ou s’accourcir , mais toujours avec mefure 8c propor- 
tion. 

Je pourrais ajouter que de quelque côté qu’on coupe une Cour- 
be , on la coupe, au moins équivalemment, en un même nombre 
de points. Mais il faut une démonftration dans les formes pour 
une vérité de cette conféquence. 

Soit (Fig. 1 6 .) une Courbe, par exemple, une Ovale dont le 
grand Axe AB ferve de ligne d’abfciflcs, 8c foient les Ordonnées 
GH perpendiculaires au grand Axe AB , ôc parallèles au petit 
DCE. 

C’eft-là le point de vue le plus fimple 8c le plus régulier qui 
fournit l'Equation la plus fimple yy «= ^ x Dx — xx,ar jy.Dx 
— xx : : dd : DD. C’eft-à-dirc le Quarré de GH ou le Reétangle 
GH x Hl cft au Rcétangla AH x HB des Abfciflès , comme le 
Quarré du demi petit Axe DE , ou le Rectangle DC x CE cft au 
Rectangle AC x CB ou Quarré du demi grand Axe AC. Cela cft 
démontré dans la Géométrie compofée. 

Mais, fi on prend hors de l’enceinte de la Courbe, une ligne 
AI NO , parallèle au grand Axe AB , ou au petit DC , pour en 
faire la ligne des Abfciflès, 8c les perpendiculaires AM,GN , DO , 
pour Ordonnées, ces Ordonnées auront des progrès réguliers ; 8c 
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le même rapport fubfiftera ; feulement l’cxprcffion en fera un peu 
pluscompliquée. 

Car la ligne MO étant prifê à volonté , plus ou moins loin 
de l’Axe AB , fa diftance AM eft donnée, c’eft-à-dire connue, 
8c = a : de forte que les Ordonnées comme GN , par rapport 
aux Abfcilïès MN =3 x , font y -+ a — GH — f HN = GH— b 
AM. 

Soient ces Ordonnées == u ; donc « —y _+ a , &cy = « — » , 
& yj = uu — îau — b aa j 8c mettant cette valeur d cyy dans l’E- 
quation ordinaire de l’Ellipfe yy = x Dx — xx , elle fè chan- 
gera en uu — mu — t- aa — $3 x Dx — xx , laquelle repréfente le 
Rapport des Coordonnées MN , NG , exprimées par x 8c u : 
Equation qui ne diffère de la précédente , qu’en ce qu’elle expri- 
me la pofition ou la diftance de la ligne MO par rapport a la 
Courbe. Du refte elle eft tout aufli régulière que l’autre , 8c ne 
paffè pas le fécond Degré. 

Qu’on éloigne la ligne MO , qu’on l’approche de l’Axe , pour- 
vû qu’elle lui loit toujours parallèle , feulement la ligne a en de- 
viendra plus grande ou plus petite ; mais l'Equation n’en change- 
ra ni de Forme ni de Degré. 

Si a devenoit nulle , alors/ = », 8c MO tomberoit fur AB. Si 
a = d, alors la ligne MO toucheroit la Courbe en E , parce que 
AM ferait = CE. 

Si a étoit moindre que d , alors la ligne MO entrerait dans la 
Courbe 8c lui ferviroit de Corde, 8c les Coordonnées feraient des 
Cordes parallèles aux Axes. Ce cas-là n’cft rien. 

Le plus difficile eft , lorfque les Coordonnées ne font pas paral- 
lèles aux Axes. Cependant il n’y a que l’expreffion qui en devienne 
pluscompliquée, Fansceflcr d’être régulière 8c du fécond Degré. 

Car , alors il n’y a qu’à tirer des Coordonnées parallèles aux 
Axesj 8c ayant trouvé, comme nous venons de le faire, l’Equa- 
tion de la Courbe par rapport à ces parallèles , il ne reliera plus 
qu'à rapporter cette Equation aux lignes coordonnées non paral- 
lèles , ce qui eft facile. 

Car l’inclinaifon 8c la diftance des deux Abfciffes eft arbitraire 
8c prife à volonté , 8c par conféqucnt donnée j ce qui donne l’An- 
gle 8c le Rapport des Abfciffes 8cc. Voyez ce que nous en avons 
dit dans les lieux Géométriques de la Géométrie compofée. 
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Après avoir trouvé la valeur de yy , il faudra trouver celle de 

jjxÜj f — xx par rapport à l’autre ligne oblique coordonnée. Le 
procédé cft le même , & il fuffit ici qu’on voyc que l’Equation 
réfultante ne s’élève qu’au fécond Degré ; puifqu’on y fubftitue 
toujours des Quarrcz fie des Plans à des Quarrcz. 

On voit aulli que cette Equation réfultante , eft auiïi régulière 
que celle dont elle cft la transformée } 8c qu’elle convient à tou- 
tes les Coordonnées, par Rapport à tous les Points de la Courbe 
qu’elles atteignent. On voit enfin qu’en diminuant la diftanec de 
ces Coordonnées , elles entreront dans la Figure, 8c en feront les 
Cordes. 

D’où on tire ce Principe general que dans une Ellipfe , 8c mê- 
me dans toute autre Courbe, on peut ( Fig. i~j.) prendre pour 
Coordonnées deux lignes quelconques AB 8c HC , qui fe coupent 
en un Angle quelconque E , 8c leur appliquer 8c à toutes leurs 

f iarallcles PEquation generale de cette Figure , lins que jamais 
es x ou les y s’élèvent par rapport à ces Coordonnées les plus ir- 
régulières , plus haut que par rapport à fes Axes 8c à fes Diamè- 
tres , fi la Figure en a ; toutes Les variations de ces Equations rap- 
portées à des Coordonnées diverfement pofées, tombant fur les 
Cocfficiens connus, lefquels expriment les pofitions relatives de 
ces Coordonnées cntt’clles 8c par rapport aux Axes. 

Autre Principe general qui découle de celuMà , c’eft que dans 
les Sections coniques les Rectangles HE x EC 8c IG x GD des 
Ordonnées parallèles , font comme les ReCtangles AE x EB , AG 
x G B des Abfciflcs correfpondantes , de même que les Rectan- 
gles des Ordonnées parallèles au petic Axe font comme les Rec- 
tangles des Abfciffes correfpondantes du grand Axe : Et que de 
même dans les Courbes du troifiéme Degré , les Cubes ou fes Pa- 
rallélépipèdes , ou les produits de trois dimenfions des Ordonnées 
quelconques parallèles, font comme les Cubes , Parallelepipedes, 
ou autres puirtances ( convenables à la Courbe^ des Abfciflcs cor- 
rcfpondantcs. 

De forte que dans le Cercle , les Rectangles ou les Quarrez des 
Ordonnées au Diamètre, étant égaux aux Rectangles des Ablcif- 
fes correfpondantes de ce Diamètre, fi deux lignes fe croifcnten 
partant par le Centre ou fans y paftèr , le ReCtangle fait des partie# 
de l’une eft égal au ReCtangle fait des parties cle l’autre. 
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Et dans une Courbe quelconque , par exemple , du troifiéme 
Degré, repréfentée par^' = ax 1 où les Cubes des Ordonnées 
font aux Quarrez des AbfcilTes x l , comme la quantité connue a 
eftàl’uniré , car l'Equation precedente donne cette Proportion^': 
x l : : 4 :: 1 , quelques lignes qu’on tire coupant la Courbe en trois 
points , & fc coupant cntr’cllcsen un point foit perpendiculaire- 
ment foit autrement , toujours on aura la même proportion j* : 
x 1 : : a : 1 , ou y 1 : x l : : * : y. 

Ce dernier Principe effc éviJent : car fi par exemple , l'Equation 
de la Courbe par rapport aux Axes étant du fécond Degré, on 
prétendoit qu'elle fut du troifiéme, par rapport à d’autres lignes 
coordonnées , on fèroit voir facilement , en rapportant cette Equa- 
tion du troifiéme Degré aux Axes , que la Courbe feroitaufli , par 
rapporta eux, du troifiéme Degré, ce qui cft contre la fuppo- 
fition. 


Le premier Principe de tout ceci cft , que l’Equation d’une ligne 
droite rapportée à une ligne droite quelconque cft toujours du 
premier Degré ; de lortc que rapportant une Courbe , d’une ligne 
droite à une autre ligne droite , ou de deux droites coordonnécsà 
deux droites coordonnées , on ne fait tout-au-plus que multi- 
plier une Equation par l’unité , ce qui ne change rien dans fon 
Degré. 

Pour bien prendre l’efprit d’une vérité fi fondamentale, il faut 
renverfer le point de vue, & au lieu deconfidcrcr le degré d’une 
ligne courbe par rapport à une ligne droite , il faut confidcrcç 
celui d’une ligne droite par rapporta une courbe, ce qui va au 


Or la ligne courbe demeurant la même , la ligne droite a beau 
changer , elle ne peut changer tout-au-plus que de pofition ; mais 
fon changement cft toujours arbitraire & par conféquent connu , 
étant le même dans tous les points, & fe faiûnt en quelque forte 
tout d’une piecej de forte que les inconnues de l’Equation n’en 
deviennent ni plus ni moins inconnues. 

S’il y a même du changement à cet égard , c’eft plutôt en moins 
qu’en plus, & les Coordonnées font quelquefois tellement pofées 
nue l’Equation en eft fimplifiée, êc abaiftée en partie au-dclTousde 
ion degré naturel. C’eft encore ici un des grands Principes de la 
haute Géométrie , que j’entreprends de développer. 
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Remarquons d’abord que, dans l' Equation// s^px de la Para- 
bole , l’Ordonnée y a deux dimenfions , au lieu que l’Abfciflè * 
n’en a qu’une. La caufe en eft manifefte : la Parabole étant une 
Ellipfc infinie , fon Axe ne la coupe qu’en un point , 8c l'autre 
interfeclion fe perd dans l’infini; au lieu que l’Ordonnée perpen- 
diculaire à cet Axe, coupc la Courbe en deux points. 

Dc-là vient que l'Equation de l’Ellipfe yyz=.Dx — .y* fc change 
" pour la Parabole en yy = Dx ou = px-, parce que l’Axe D eft 
infini par rapporcà .v; ce qui rend xx nulle par rapporta Dx. En 
effet, la féconde inteifccliou de l'Axe avec la Parabole , étant in- 
finiment loin de la première , 8c de celle où l’Ordonnée coupc 
l'Abfciffc, la première Abfcillè étant a: , la féconde devient conf- 
iante 8c invariable étant infinie , 8c par conféqucnr égale à une 
connue <*; de forte que xx peut être fuppofé = ax, y y — Dx 

xx = Dx — ax = px ; car D — a peut être fuppofé = p. 

Ainfi , quelques lignes qu’on prenne dans la Parabole pour Coor- 
données , tandis qu’il y en aura une qui fera Parallèle à l’Axe , 8c 
par conféquent infinie d’un côté , l’Equation generale aura tou- 
jours cette forme yy — f axy -+by~+cx~+d—o, dans laquelle y 
fera du fécond degré , 8c x ne pafïcra jamais le premier ; le terme 
xx étant évanoiii avec la fécondé interfcébion ae cette ligne. 

Au lieu que dans la même Courbe , fi on prenoit pour Coor- 
données deux lignes dont, aucune n’étant parallèle à l’Axe, cha- 
cune coupât la Courbe en deux points , l'Equation aurait le terme 
ïy.y, 8c ferait comme dans le livre précèdent yy -+ 8cc. 

Or l’Equation précédente , dans laquelle xx ne fc trouve point , 
repréfente au(lî une Hyperbole, rapportée à deux lignes quelcon- 
ques , dont l’une eft parallèle àune Afymptotc, 8c axy ~t- by -+ ex 
_q. J — o la repréfente , lorfquc les deux Coordonnées font paral- 
lèles chacune à une Afymptote, foit qu’elles foient intérieures ou 
. en partie ; 8c cela par la raifon qu’alors ces Coordonnées n’attei- 
gnent la Courbe qu’en un point, 8c yy fe change en by ; 8c xxen 
ex , c’cft-à-dire une partie des Coordonnées devient infinie , 8c 
égale à une confiante 4 ou b. 

11 fembleroit même que par rapport à fes Axes, l'Equation de 
l’Hyperbole ne devrait point avoir de xx , puifqu’ils s’étendent 
â l'infini fans atteindre la Courbe d’un côté ; mais en revanche ils 
l’atteignent deux fois du même côté , à caufe de la contre-poft- 
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Il y a même plus , & fans Parabolifmc ni Hyperbolifmc , certai- 
nes Cou rbcs Ovales du quatrième , fixiémt & autres degrex. fuperieurs 
n’ont pas la même élévation de degré dans leurs deux Coordon- 
nées x Scy , parce que l’une les coupe feulement en deux points , 
tandis que l’autre les coupe en quatre , par exemple , un 8 de 
Chiffre , eft coupé en Quatre points , par une ligne droite qui le 
traverfe de haut en bas dans fa longueur , au lieu que dans fa lar- 
geur une ligne ne le coupe qu’en deux points. 

Nouvelle circonftance , qui Amplifie les Equations generales des 
Courbes , c'eft lorfqu’une des Coordonnées eft un Diamètre de 
la figure, c’cft-à-dirc paflè par fon Centre, & la partage en deux 
parties égaies , & que l'autre Coordonnée eft parallèle au Dia- 
mètre conjugué , ou ce qui va au même lorfqu’clle le trouve par- 
tagée en deux parties égales par fa Coordonnée , ou de maniéré 
que les parties d’un côte égaient les parties de l’autre côté, alors 
le fécond terme s'évanouit dans l’équation generale, qui, pour le 
lecond degré , fe change en yj -f ax x —{■ bx —{■ d , pour le troi- 
fiéme en^ — 4**7 -f ôcc=s»o, ou enx z -f ay x -\-bx ~+d — c , 
félon que c’eft^ ou x , qui eft partagée en deux parties égales pat 
là Coordonnée. 

Car dans l'Equation gcneraliflimc^ -f axy -+ by H- ex 1 — f- dx 
— f c =» 0 du fécond degré , le premier terme eft// , le fécond axy 
—f^,&le troifiéme cx l -+-dx-+ e. 

Or dans le cas préfent , le fécond terme devient nul , puifque 
fon Coefficient eft la fomme des Racines , comme dans toute 
Equation bien Ordonnée ; & que cette fomme eft nulle , la fomme 
des Racines pofitivesqui font au-deffus du Diamètre, étant égale 
à la fomme des négatives qui font au-deflous. 

Et cela eft general pour toutes les Courbes qui ont des Diamè- 
tres , c’eft-à-dire des lignes qui partagent toutes leurs Coordon- 
nées par le milieu , ou de maniéré que la fomme de toutes les Or- 
données d’au-deffus égale celle d’au-deftôus. 


Tome II. 
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RECAPITULATION 


Du quarante- niu'vibnt TrfiifL, v , 

1 7 ■ • . ; ' • r ■ !i i»/j » ...(<■■. 

T Out ccci eft trop «levé, pour pré tondre ^atteindre tout-à- 
fair dans une première levure ; il fuffit d’en prendre une 
première idée, Se de Tailler faire au temsqyii meurit'toutes chofes. 
CoÇte premietie idée fuffit % la plupart. -| J: jb , . 

En tout ças luqe féconde & une trqiftétnc ktfcure 4 ou le fecours 
d’un mjÛMe qui en rendra les déroonftrauons tout - àrfait fenfi- 
Wes par des figures ôc dfes explications étendues:, mettront au- 
deftus de toutes les difficultés. J’en dis allez pour ceux qui vou- 
dront relire quelquefois , & après cela fe jeteer dans Stirling , 2c 
cidin dans Neumttm. ' - , b 

Le pqncipaUci efty-de bien comprendre ça quoi confiifte la ré- 
gularité d’une Figure , je dis fa régularité relative. Car nous ne 
jugeons point absolument des Figures confidcrées comme intui- 
tivement en elles- mêmes. x . 

Il faut- pour le moins un point auquel nous rapportions leur 
Contour, & des Rayons dont les longueurs relatives nbus faflent 
connoêcre les allures de la Courbe. : -n • !. a' 

Un point même ne fuffit pis en rigueur , & il faut uJne ob 
plutôt deux lignes droites Coordonnées , dont les rapports con- 
tinus répondent à la régularité qui régné dans le contour de la 
figure. ir-p * ,vi- . .,n . i. - 

Car unie Courbe eft comme Diagonale 'entre deux lighcsientrc 
Jefqudks elle tient le milieu , d’une maniéré quelquefois plus , 
quelquefois moins (impie, mais toujours régulière îfc. proportion- 
née. - . ; 

Car quelles que puiftent être ces lignes , la Courbe a toujours 
une marche régulière par rapport à elles , & même en un vrai 
fens toujours la même marche & Fà même Efpece de régularité ; 
tout au plus l’expreflion en eft plus ou moins fimple , (elon que 
ces lignes font pofées plus ou moins dn ns le fens delà Figure, c’cft- 
à-dire plus ou moins parallèles à fes Axes perpendiculaires, li la 
Courbe en a. 

3 - : * 
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CINQUANTIEME TRAITE’. 


, Des Especes des Courbes 

• - ; 

* I # 

G E Traité achèvera de donner entrée dans la Géométrie A n- 
gloifc, & peut-être même de mettre en état de s’en paflèr. 


. , LIVRE PREMIER. 

... . • c *.* . ■ ! . ^ r i j 

Des Effet (j de divers Ordres. 

% j 

' * • . 

T E l i e eft la fécondité de la nature , dans l’objet qu’elle pro- 
pofe au Géomètre que , quelqu’Efpece particulière de Courbe 
qu’on prenne , or» peut l’élever k tous les degrez & k tous les 
cadres la rendre fécondé en une infinité d'autres Efpcces fu-. 
balternes , qui ont suffi leurs fubalternesà l’infini. 

Il y a des Paraboles , des Hyperboles , des Ovales même , & même 
des Cercles de tous les Genres à l’infini. 

Faifons-en une petite Enumcracion, après les avoir diftinguées 
d’abord en trois Efpeces , de Courbes Périodiques , ouvertes & 
Mixtes i &C ces trois Efpeces en fix , de Périodiques Circulaires ôC 
Ovales , à! Ouvertes Paraboliques & c Hyperboliques , 6c de Mixtes 
Spirales & Epkjeloïdes. 

I - ' - 



Des Courbes Périodiques Circulaires. 


L E Cercle , à le bien prendre , eft unique de fon efpece , comme 
la ligne droite. Cependant , comme tout ce qui eft fimple 
& uniforme peut être altéré , compofé & varié , on peut , en 
confervant une certaine Circularité generale, & une idée d’uni- 
formité autour d’un Centre , la modifier par des Ondulation» 

S ij 
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( Fig. i8. ) comme en A , par des replis ( Fig. 19. é" ]0.) comme 
en B ou C , par de fimplcs plis (Fig. 31. & $1. ) comme en D 
ou£,&: par mille fortes d’inflexions , qui , fans altérer la circu- 
larité generale , l’altetent danstout le détail de fes parties , de mille 
maniérés qu’on peut imaginer ( Fig. 3 3. J comme F 8c c. 

On appelle ces fortes de Cercles compofez , des Eptcycltïdts , 
parce qu'on les conçoit formez ( Fig. 34. 3 6.) par le point 

C d’un petit ou grand Cercle B qui roule fur la Circonférence 
d’un autre Cercle A , 8c gliflè même quelquefois en roulant , ce 
qui produit les ondulations, les nœuds, les plis, les replis, félon 
que ces deux mouvemens dominent l’un fur l’autre. 

Peut-être feroit-il plus naturel de concevoir avec les Agrono- 
mes, comme dans la fécondé Figure , un petit Cercle, lequel» 
fon Centre dans b Circonférence du gFand , ou même un grand 
qui aurait fon centre dans la Circonférence du petit , 6c de con- 
cevoir que ce Cercle Epicyclc tourne autour de fon propre Centre , 
tandis que fon Centre parcourt la Circonférence dans laquellaif 
cft. 

Quoiqu’il en foit, il y a de ces Epityehïdet ou Cercles façonnez, 
de tous les Degrez 8c de tous les Ordres. Caronfe tromperait fort 
fl , fe bornant un peu trop au point de vuëque leur génération pre- 
fentc , on les croyoit tous tranfeendans. 

Car, comme dans le Cercle Ample 6c ordinaire du fécond de- 
gré , félon la proportion régnante , les Ordonnées font moyennes 
proportionnelles entre les Àbfciflcs-du Diamètre, ou en general' 
de route ligne Coordonnée, x\yr :y-. D — x :6c q«e l’Equation 
fpécifique qui en réfulte, cft yy t= Dx — xx j de même on peut 
donner à ces Coordonnées mille autres fortes de proportions com- 

pofées ; par exemple , x> :y f ::y: D — x , ou bien x % :y t :ty : U — x\ 

— -B 

ou en general x" :y m i:y m : D — x , d’où réfultent les Equations 
jr+e—Dx! — x+ouy 6 =■ x 1 x D — x ou en generaly , “ + “=x" , x 

D — x.* .... . 

*Toutes ces Proportions & Equations ont évidemment la forme 
circulaire , 8c cette dernière qni eft generale , contient celle du 
Cercle ordinaire en fuppofant m= 1 8c » «= 1 , ce qui la change 

- — I 

enjr* =» x 1 x D — x qui eft la même que y = Dx — xx- 
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I L y a , comme on voit bien , autant d’Efpeces & d’Ordres 
d’Ovalesque de Cercles f il faut cependant remarquer qu’il n’y 
a de vrayes ovales ni de vrais Cercles, que ceux dont l'Equation 
étant d’un degré pair, le fécond, le quatrième, le lîxiéme &c , le 
nombre des Brancnes 8c des interférions eft aulB d’un degré pair 
& quipar conféquent peuvent rentrer en elles-mêmes & le fermer. 
C’cft fur-tout la Figure de ces Ovales , qui mérite d’être remar- 
quée en paflànt. 

Par exemple , un huit ( Fig. 37. & de ebiffre A, foit que' 
fes deux ventres foient égaux ou inégaux , ou qu’il y en ait même 
(Fig- 39 ) un B , réduit à un point , ou qu’il foit étranglé au mi- 
lieu ou vers une extrémité (Fig. 40. & 41.) comme C -, ou qu’un 
ventre rentre dans l’autre (Fig. 41. ) comme D , jufqu’à en être 
réduit à un point à peu près ( Fig. 43 . ) en forme de Cœur ; ces 
Ovales font toutes du quatrième degré : il y en a bien d’autres. 

Celles du fixiéme degré ont trois ventres & deux nœuds (Fig. 
44.^43.) commeE , ou une pointe rentrante 8c un nœud(F/>. 46 ./ 
comme F , ou deux pointes l’une rentrante, l’autre Taillante 
(Fig. 47. & 48 .) comme G , ou les deux rentrantes , en nœud ou en 
pointe ( Fig. \ç>. & jo .) comme H , 8cc. Il y aufli des Epicycloïdcs 
ovales , produites par le mouvement d’un Cerdc ou même d’une 
ovale le long de la Circonférence daine ovale ,8c il y en a de tous 
les degrez. 


.1 I I- 

Des Courbes ovales Paraboliques. 

I L y a des Paraboles de tous lès Ordres & de tous les dëgrez im- 
pairs , 8c même pairs. Car ax % = ÿ , ax=f , , ax'e=y+ „ 

&c. 

Je croirois même que Tes vraies Paraboles font d’un degré paie 
comme la Parabole (impie 8c que ce font des Ovales do* 
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du même degré , dont deux branches deviennent infinies , 8c quel- 
quefois quatre branches : car qu'eft-ce qui empêche que l'un ou 
même les deux ventres d’un huit de chiffre , ne foient conçus s’al- 
longer à l’infini , pour former des Paraboles du même degré , com- 
me l’Ovale ordinaire s’allonge à l'infini pour former la Parabole 
du fécond degré ? 

On étend cependant davantage la notion des Paraboles , 8e on 
appelle de ce nom toutes les Courbes qui ont des branche* infi- 
mes fans Afympcotes. Car dans la Parabole (Impie , il n’y a point 
de ligne qu’on puiffè tirer près d’elle , dans le fens de fa longueur, 
qui n’en foie atteinte & coupée. 


I V- 

Des Courbes ouvertes Hyperboliques. 

I L y a a u (fi des Hyperboles de tous les genres ( mais on étend 
aulli ce nom à toutes les Courbes qui ont des branches Afymp- 
totiques : il y a au refte des Courbes Parabole-Hyperboliques , ou- 
Hyperbole- Paraboliques , qui Ont des branche* Âfymptotiques , Sc 
d’autres non A'ymptotiques. 


V- 

Des Courbes mixtes ou femi-périodiques fpirales. 

Es Spirales font des Courbes, dont la Circonférence fait au 
/tour d’un Centre déterminé une infinité de tours 8c de détours, 
de forte qu’elles font périodiques 8c en même ccms ouvertes , 8c 
ouvertes a l’infini. 

On imagine une ligne qui tournant fans ceflè autour d’une ex- 
trémité, décrit par l’autre cxrêmité qui s’allonge toujours, avec 
mefure 8c proportion , une Spirale dont la nature eft déterminée 
par cette proportion, c’eft-à-dirc, par le rapport du mouvement 
périodique ou circulaire, avec le mouvement re&iligne par lequel 
le Rayon s’allonge. 

Car, fi ccs deux rilouvemens font uniformes, en forte que la 
ligne faifant un tour , elle s’allonge de toute fa longueur , ou de la 
longueur du Rayon de ce Cercle , 8c que faifant un demi tour le 
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Rayon s’allonge de la moitié , &c : alors c'eft ce qu’on appelle la 

Spirale d'Archimede , dont la nature eft exprimée par ccrte Pro- 
portion c : r :: u : x , ou par cette Equation fx==r«, ou x = ju 
ou u = c -x. 

Cela marque que la Circonférence entière c que parcourt la ligne 
dans uri tour , eft au Raydn entier r , comme une portion u de la 
Circonférence parcourue pendant un certain rems , eft à rallon- 
gement x fait au Rayon dans ce meme tems. 

On peut imaginer d’autres proportions entre ces quatre termes , 
par exemple } c : r : : ü 1 : x l ou c 1 : r 1 : : -, ou en general c m : 

: : # n : x a , qui donne l’Equation generale de toutes les Spirales 

ru , - 

à l’infini x “ = Ce qui nous fait voir la vafte étendue des 

C 

Courbes, puifqu’il y a des Spirales de tous les degrez à l’infini , 
des Spirales , dis-je , dont le plus bas degré eft déjà infini , 6c tour- 
à-fait tranfeendant. 

Car, il ne faut pas juger de cette Expreflîon rx= ru par les 
^eux , ni la prendre pour une Equation du premier degré, trelle 

3 ue celle-ci ax = bj qüi appartient au Triangle , ou à la ligne 
roite. 

Dans cette dernière les quatre lignes *, h, x , y, font droites, 
8c les rapports en font tout fimplcs êt très-connus ; au lieu que 
dans celle de la Spirale , r reprcicntc à la vérité le Rayon , 6c a.- fa 
partie connue , mais c repréfentc la Circonférence circulaire , 6C 
» là portion , dont les rapports avec le Rayon 6c fes parties 11 c fe- 
ront connus , que lorfqu’on aura trouvé la Quadrature 6c la Rec- 
tification du Cercle. 

Les eût-on même trouvées , la Spirale n’en feroit pas moins 
d’un degré infini , puifqu’une ligne qui la traverfe ; la coupe en 
une infinité depoints 

On peut encore imaginer un 6c pluficurs Degrez , à l’Infini , 
de Tranfccndance fpirale à l’infini. Car, au lieu d’un Rayon rec- 
tiligne , on peut donner à la Spirale 6c à chaque Spirale tm Rayon 
courbe, Sc de toutes fortes de Courbes, à l’Iidîm ; parabolique , 
hyperbolique 8cc. 8c même fpiral, 8c fpiral de fpiral à l’Infini, &c 
fpiral de fpiral de fpiral à l’infini de l’infini de 8cc. On s’y perd. 
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V I- 


Des Courbes femiperiodiques Epicycloïdes. 


T OUTES les efpeces d'Epicycloïdes , dont j’ai parlé dans le 
premier Article, font fermées , périodiques fit finies : mais 
il peut y en avoir d'infinies à l’infini , ae toutes ces efpcces. Car 
imaginant un Cercle qui roule fur un autre Cercle , il peut arri- 
ver trois cas. 

Le premier que les Circonférences de ces deux Cercles étant éga- 
les , tous les points de l'un s’appliquent fucccffivement à tous les 
points de l'autre , de maniéré que le Cercle roulant retombe , après 
une révolution , au point d’où il étoit parti , par le même point par 
lequel il en étoit parti -, enforte que la Courbe le termine au point 
par où elle a commencé -, ce qui forme alors une cfpcce de Cœur 
fermé. 

Le fécond cas eft , lorfque les deux Cercles étant inégaux mais 
comtnenfu râbles , la courbe Epicycloïde eft décrite avant ou feule- 
ment après la fin d’une ou de plufieurs révolutions , le même point 
du Cercle roulant , retombant au même point du Cercle immobile. 

Car , par exemple , û la Circonférence de l 'Epicycle eft la moitié , 
ou le tiers , ou le quart du Cercle immobile , l’Epicycle fera deux , 
trois, ou quatre tours pour retomber au point de départ, fie dé- 
crira une Roulette ou Epicycloïde , qui aura deux,.trois,ou quatre 
ondulations. 

Et fi par exemple une Circonférence étoit un tiers fie demi , 
ou le quadruple fie demi , ou le double fie un tiers , ou enfin le 
multiple de l’autre avec fra&ion , tout an plus il faudrait que le 
Cercle roulant fit plufieurs fois le tour de l'autre , pour ratraper 
par fon point décrivant , le premier point du Cercle immobile , 
duquel il étoit parti. 

Mais à caufe de la commenfurabilité des Circonférences , il le 
ratraperoit à la fin, fie fermerait la Roulette (Fig. ji . ) qui tout 
au plus aurait une circonférence redoublée plufieurs fois. 

Mais dans le troifiéme cas dont il eft ici queftion , les Circon- 
férences étant fuppofées incommenfurables , le Cercle roulant au- 
rait beau rouler 5 jamais il ne parviendrait à toucher le point du 
départ , par le même point par lequel il le touchoit en partant { 
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& l’Ejpicycîoïdc décrite auroic une infinité de révolutions autour 
du meme Centre , (ans pouvoir jamais fe fermer. 

Elle ne diffère de la Spirale , qu’en ce que celle-ci part du Cen- 
tre & s’en éloigne toujours de plus en plus à l’infini , au lieu que 
les Epicycloïdcs ne s’en éloignent par Ondulations que jufqu'à 
un certain point pour s'en rapprocher alternativement auffi jufqu’à 
un certain point. Je ne dis pas au refte qu’on ne pût afligner bien 
d’autres Efpcces générales des Courbes ; mais voilà un pais allez 
étendu. 


LIVRE IL 


Des diverfes efpcces d'un mime Ordre. 


C E u x qui aiment les détails , fe contenteront de quelques 
principes que je vais donner ici , pour épuifer ceux qui peu- 
vent être épuiiez. Le premier Ordre des lignes efl bientôt épuifé, 
&c ne contient que la ligne droite , exprimée par cette Equation 
gcneraliffimc^ = — F b. 

Le fécond Degré , repréfenté par xx — f ayx -f b x -f cyy -+ dy 
~f e = 0 cft facile à épuifer ; fit nous fçavons déjà qu’il n’a que 
quatre ou cinq Efpeccs, le Cercle, l’EUipfc, la ParaDole , l’Hy- 
perbole , avec fi l’on veut le Triangle , dont les Equations font 


yy =dx — XX ,yy=t^ 3 x Dx — xx , yy = -Jj x Dx — b xx , &Cyy 
c=a px , dans lefquelles il faut remarquer , que tous les termes de 
l’Equation gcneralilfime précédente ne s’y trouvent pas , &c qu’elle 
eft par ce moyen réduite à ces termes xx -+ bx — {• cyy =a 0 , les 
trois autres ayx -+dy-+e<=*oé tant par conféqucnt réduits à rien , 
& étant inutiles. 

C’eft cette inutilité qu’il faut ici bien entendre} je dis, ceux qui 
veulent être profonds, encore même après une cinq ou fixiéme 
le&ure libre &c aifée. 

Comme on peut rapporter ces courbes à diverfes Coordonnées 
diverfement pofées , ces derniers termes peuvent fort bien avoir 
lieu dans leur Equation , puifque même ayx — f r = 0 ouyx = 
cft l’Equation de l’Hyperbole rapportée à fes Afymptotes. 

Mais ce que je veux dire lorfque j’appelle xx — J- bx — f- cyy = 0 
néceflàires , & les trois autres inutiles , c’eft que les premiers fuffi- 
fent par leurs combinaifons pour conftituer l’Equation univer- 
Tme IL T 
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Telle du fécond Degré , St en découvrir toutes les Efpcecs parti- 
culières. 

M. Newton , qui cft le premier qui ait réduit l’Enumération 
des Efpeccs d’un même Ordre en un Art que M. Stirlinç a en 
partie développé , a bien vû que dans lesDegrez un peu élevez, 
on n’auroit jamais fini, fi on vouloir compter en détail toutes ces 
efpcces , & qu’on ne pourroit même jamais s’aflurer, fi ce n’eft 
par une induction lente St peu lumineufe , de les avoir comptées 
toutes. 

La pure Géométrie n’en feroit jamais venue à bout , fans le 
lècours de l’Analyfc St de l’Algèbre , laquelle , par une feule Equa- 
tion generale , repréfente tout un Ordre de Courbes avec toutes 
les Efpcces fubaltcrnes. 

Mais l’affaire étoit de démêler toutes les Equations particulières 
de ces Efpeces, & de trouver, par des combinaifons juftes , les 
termes de l’Equation generale qu’il faut prendre pour ces Equa- 
tions particulières. 

Le difficile n’étoit pas , de trouver le nombre des Combinailons 
des termes , qui compofent l’Equation generale d’un Degré ; puif- 
que dans chaque Degré on connoît le nombre de ces termes. 

Mais toutes ces combinaifons ne donnent pas toujours, ni prè 
de-là, des Efpeces diverfes -, & de ccnr combinaifons, il n’y en a 
pas quelquefois fept à huit , quifoient fpécifiques. 

Par exemple , dans l’Equation générale^ — f axy -+ by -+ exx 
H* dx -f e =■= o , il n’y a que les quatre ou cinq précédentes , qui 
donnent les Equations des Courbes du fécond Degré. 

Effectivement, fi on fe donne la peine de combiner les termes 
de cette Equation , on verra que plufiears font les mêmes, & que 
par exemple,^ -+axy = o, qu’on peut réduire ky~+ax = o , 
exprime une ligne droite , aufïi bien que exx — f axy—o ; qu’on 
réduit à x-+‘y =»<», ou — 1 - j- x = , auffi bien que**?— f by=a 

o i & que oxy~+Jx = 0 &c. 

Que de même yy -+ dx =o , & exx — f by = o expriment éga- 
lement une Parabole. Que bb —f exx = o , d’où on tire bb = exx , 
n’exprime rien , puifqu’on en tire b =» x , qui lèrt de bafe à un 
Triangle ifofeele formé par des Coordonnées égales. 

Pour reconnoîrre donc dans l’Equation generaliflîme d’un dé- 
gré , fe s diverfes Efpeces, le célèbre Géomètre Anglois, le Def- 
cartts du ficelé que la mort vient de terminer , penfa d’abord à 
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réduire cette Equation trop generale , à une Equation plus fimple , 
par exemple , à xx -+ bx — f cyy = 9 , ou yy -+ bx H- cxx = a 
pour le fécond Degré , laquelle contient en rigueur tous les ter- 
mes propres , qui àbfolument peuvent entrer dans l’expreffion de 
ces Courbes, prifes dans le point de vûë le plus étendu , 8c par 
rapport à des Coordonnées extérieures à la Courbe , 8c qui ne (ont 
ni parallèles aux Axes , ou aux Diamètres , ou aux Afymptotes 
des Courbes , ni perpendiculaires entr’elles, en un mot qui ont 
des polirions, finon peu régulières, du moins peu (impies 8c peu 
naturelles. 

Ramenant donc les Courbes d'un même Ordre aux points de 
vûë les plus (impies, on les Amplifie , 8c on les réduit à un allez 
petit nombre de termes , dont les Combinaifons particulières ne 
font pas fi difficiles à trouver. Voyons donc comment on peut 
ramener une Equation quelconque à fon expreffion la plus fim- 
ple j foit par exemple , yy -+ axy -+ by -+ cx l — H dx -+ 1 => 0. 

Je dis d’abord qu’on peut en ôter le fécond terme *xy ~+ by , 
en rapportant la Courbe à des Coordonnées dont les Abfciflès 
foient fur l’Axe ou fur le Diamètre de la Courbe ; puifque ce 
Diamètre coupant les Coordonnées régulières, en deux parties 
égales , dont l’une eft pofitive au-delfus , 8c l’autre négative au-def- 
fous , le fécond terme dont le Coefficient contient toujours la fom- 
me des Racines de l’Equation , devient nul, lorfque ces Racines 
font égales avec des lignes contraires. Voilà donc notre Equation 
generaliffime réduite a quatre termes yy — f ex 1 -+ dx — f e =* 0. 

Je pourrois m’en tenir là , mais pour faciliter l'Enumération 
des Elpeccs , autant qu’il eft poffible , je puis faire auffi fauter le 
dernier terme e tout connu t car il ne vient , que de ce que l’on 
n’a pas pris l’origine des Abfciflès au fommetde l'Axe ou du Dia- 
mètre , 8c dans le point même où il coupe la Courbe : car on peut 
la prendre où l’on veut. 

Et pour fentir dequoi il eft queftion , foie ( Fig. j 1. ) la Parabole 
ADE , dont on compte les Abfciflès non depuis le fommet A , 
mais depuis le point quelconque I, enfortc que IB , IC , Ibicnt 
c=a x i alors la ligne IB ou IC , n’eft pas variable dans toute fon 
étendue, 8c fa partie L4 eft confiante, 8c peutêtre fuppofée=*. 

De forte que AB , 8c AC feront = x — 4. Or AB : BD BD : 
B&c ; c’eft-à-dire x — a \y.\y. p. d’où l’on tire yy == fx — ay=a 
fx H- e. Car en general on peut fuppofer — *f =-+r, puifque 
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af cfl connue , a 6c p l’étant , & le figne étant , pour le prêtent , 
une chote indifférente pour nous. 

Au lieu du point I on auroit pu prendre B ou Fou C 6cc. pour 
l’origine des x, 6c alors AC = x—+a , 6c l’Equation auroit été 
// —px -f pa =px-+e. 

Ce qui fait voir , comment un terme tout connu dans l’Equa- 
tion d’une Courbe ,exprime un commencement d’Abfciflèsdéplacé, 
ou placé fur une ligne droite connue , &. non fur une Courbe 
dont tous les points font indéterminez. 

Voilà donc enfin l’Equation generaliflime du fécond Degré des 
Courbes , réduite aux trois termes //— f ex 1 — f dx — o. Il reflc à 
voir comment , par fon moyen , on peut découvrir toutes les lignes 
courbes ou autres , dont l’cxpreffion eft renfermée dans celle-là. 
Or d’abord on ne peut faire que trois combinaifonsde ces termes , 
n’en prenant qu’un , en prenant deux , ou les prenant tous 
trois. 

Ne prendre qu’un terme par exemple , xx = o , c’efl ne rien 
Faire j il faut deux termes au moins, pour déterminer l’un par 
l’autre ; & tout au plus cette Equation marquerait le point , 6c 
non la ligne courbe ni droite. 

Prenant deux termes , il y a trois Combinaifons poflibles yy — f- 
ex 1 == o , yy -+ dx — o , 6c ex 1 -+ dx = o. La première 6c la der- 
nière repréfentent la ligne droite/ — ex , 6c x = j-. La feconde 
yy = dx reprétente la Parabole. 

Reflc une Combinaifon des trois termes pris enfcmble/y = 
ex' — f dx. Cette Combinaifon eft fufceptiblc de trois formes fpé- 
cifiques , ni plus ni moins ; 6c cela en variant les lignes 6c Jes coef- 
ficiens. 

. Car les Iaiflànt d’abord tels qu’ils font,// =scx l — f dx repré- 
fente une Hyperbole j & ks Coefficiens c 6c d repréfentent les 
rapports des Axes ou des Diamètres. Lorfque ces Axes ou ces 
Diamètres étant égaux , c 6c d font chacun = i , alors l’Hyper- 
bole cfl équilaterc : 6c fi dans ce cas le terme x 1 a le figne moins , 
l’Equation devient// s=dx — ex 1 , qui cfl au Cercle en fuppo- 
fànt c = i . 

Et fuppofant que c 6c d repréfentent des rapports d’inégalité , 
cette meme Equation devienc celle de l’Ellipfe. Or il n’y a point 
d’autre combinaifon poffiblc à imaginer. 

Car , par exemple , fi on fuppofoit y y = — far 1 — dx , la Ra- 
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cine de / étant négative , feroit imaginaire. Il y a donc quatre 
Courbes, 8c il n’y en a que quatre du fécond Degré. 

Mais c’eft le troifiéme , que M. Newton ôc après lui MM. Stir- 
ling 8c Mac-Laurin ont cû en vue -, 2 c il faut avouer que , de la 

{ •art du premier , il a fallu un effort de tête 8c une vigueur de genie 
iirprenante , pour en venir à bout. 

Car ce Degré n'a pas moins 4 c 71 cfpcccs différentes ou même 
7 6 , félon Stirling ; 8c fon Equation gcneraliflime/ 5 -+ axy 1 -f by 1 
—4- cx x y —J- dxy — f ty -4 ■ fx'> -i-gx l -+ hx — f i=* 0 , compofée de 
dix termes , offre bien des Combinaifons. 

Une belle propriété que M. Newton découvre d'abord dans 
les Courbes du troifiéme Degré , ôte à cette Equation fon premier 
terme/* , 8c abaiflè l’Ordonnée au fécond Degré/ 1 . 

Car toutes les Courbes du troifiéme Degré , 8C même du cin- 
quième , du feptiéme , 8c de tous les Dcgrez impairs , font ouver- 
tes , 8c ont deux Branches infinies qui vont vers des cotez oppo- 
fez , à peu près comme une S , ou comme les Hyperboles oppoiées j 
8c cela par la raifon , que toute Branche s’étend jufqu’à ce quelle 
en trouve une autre qui l’arrête; de forte qu’il en faut toujours 
deux pour former un Nœud , une Pointe, ou enfin pour renfer- 
mer un efpace. 

Ainfi deux Branches ferment un efpace, comme dans le Cercle 
ou l’Ovale ; quatre Branches renferment deux efpaces , comme 
dans un Huit de chifre qui a un Nœud 8c deux Venues 5 fix Bran- 
ches peuvent renfermer trois efpaces , huit en renfermer quatre 
ÔCC. 

Mais une, trois, cinq , fept 8cc. Branches ont toujours une 
Branche infinie , 8c même deux au moins , 8c deux qui vont vers 
des cotez oppofez. Car , fi elles alloient vers le même côté comme 
dans la Parabole , l’efpace feroit , au moins -virtuellement , fermé. 

On peut donc rapporter toutes les Courbes du troifiéme Degré 
à des Coordonnées, dont une au moins foie parallèle à l’Afymp- 
tote d’une Branche infinie, ou pofée au moins dans le fens de cet- 
te Branche infinie , enfortc qu’elle ne la rencontre pas , ne la coupe 
pas , ce qui réduit/ 5 à/ 1 . 

De forte que toutes les Courbes du troifiéme Degré les plus 
compofées, peuvent être repréfentées par axy x -f by 1 — (■ cx^y — h 


ÔCc : ou ce qui va au même , par ax-+b x/ 1 -+ ex 1 -f dx -+ e y. y 
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«=/*» — f-^x 1 — f hx—hi, laquelle peut être changée en celle-ci, 
qui eft la même pour le fond , 8c dont l’expreffion feule eft un peu 
plus fimple , xy 1 H- ax l y =*= bx' — h cx x -f bx -+ e , ou même en 
celle-ci xy 1 — f aaxy = bx' — f- ex 1 — f hx — f e } car toute quantité 
ax -+ b , qui contient des connues confiantes , 8c des inconnues 
variables, peut être changée en une variable * ou x , laquelle ren- 
ferme les connues 8c les ioufentend ; 8c de même ex 1 — f- dx -+ e 
peut fe changer en ex 1 , ou en ax 1 , 8c même en aax , car pourvu 
qu’on confervedans l’Expreffion une inconnue, indéterminée 8c 
variable, on peut la concevoir chargée de toutes les variations les 
plus compliquées. 

On peut même faire plus , & au lieu de xy 1 -{■aaxy «= é-c. fup- 
pofer xy 1 -+ aay = &c. ou xy 1 -+ay= dre. Car xy x H- aaxy a y 

x xy -+ aax. Or xy H- aax peut être fuppofé = xy —h aa , en char- 
geant le premier terme xy de toutes les variations. 

Car lorfqu’on a une exprelfion où il y a des inconnues varia- 
bles , on ne peut pas l’en fuppofer , à fon gré , totalement dégagée} 
mais on peut en fuppofer certains termes dégager , pourvu que 
les autres relient engagez. Tout cela eft fondé lur la généralité fie 
l’indétermination parfaite des exprelfions analytiques. Ainli tou- 
tes les Courbes du fécond Degré feront généralement repréfen- 
tées par l'Equation xy x ~+ay — bx' — t- ex 1 -ydx~+e. 

Or , cette Equation generale , M. Newton ou M. Stirling fait 
voir qu’elle contient quatre Efpeccs principales. La première eft 
lorfqu’elle eft complété , fans qu’aucun terme lui manque , xyy 
— f ^ — bx' — f cx l dx — f r , laquelle peut fc changer en celle-ci xyy 
e= bx' -f cx l — 1- dx -+ e lorfque , la ligne des Abfciffcs étant un 
Diamètre fie partageant les Ordonnées en deux parties égales , le 
fécond terme , dont le Coefficient eft la fomme des Racines pofiti- 
ves fie négatives , devient nul par l’égalité de ces Racines. Mais 
cette fécondé Equation ne différant pas, pour le fond, de la pre- 
mière , ne conftituë pas une Efpece generale à part. 

La fécondé Elpece generale , eft repréfèntee par xy =» bx' — f 
tx x -+dx-+e qui repréfente toutes les Courbes, dont les Ordon- 
nées y ne les coupant qu’une fois , n’ont qu’une Dimenfion. Or 
ces deux premières Efpcces de Courbes font Hyperboliques , fie ont 
des Afymptotes comme l’Hyperbole conique , dont l’Equation , 
par rapport àfes Afymptotes, eft xy — ab , qui fait voir que les 
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Ordonnées font en raifon réciproque des Abfciflès; puifquc leur 
produit étant «a ab il faut que , fi x augmente , / diminue , 6c il x 
diminue &c. 

De forte que toutes les fois qu’on voit les x & les/ multipliez 
l’un par l’autre comme xy ou xyy ou xxy ôcc. on peut dire que les 
Courbes repréfentées, font des maniérés d’Hypcrbolcs, 8c ont des 
Branches hyperboliques. 

La troifiéme Efpece generale , eft//=£x ! ~+cx l -+dx-+e, 

S u i repréfente des Courbes Paraboliques du troifiéme degré , donc 
ne peut y avoir que deux Efpcces , les unes quarrées dont les 
Ordonnées/ coupent deux fois la Courbe comme la précédente 
Equation les repréfente } 8c les autres fimples dont l’Ordonnée ne 
coupe qu’une fois la Courbe, telles que les repréfencc/=ré*J -4- 
cx l -+ dx -f e qui conftituë la quatrième Efpece generale des Cour- 
bes du troifiéme Degré. 

Il faut remarquer que xy x -+ ay = bx i — h cx l - 4 - dx — f e repré- 
fentant généralement tout le troifiéme Degré des Courbes , n’eft , 
du côté des termes xf -y ay qui contiennent les Puiflànccs de/, 
fufccptiblc que de ces quatre ou cinq variations. Car les voici tou- 
tes i"‘. x/ 1 -+ ay } x*. xf ; j'. ay ; 4 e . xy — M ou xy -, 5*./ 1 ; 6 ‘. xj 
—M/; &C. 

Or toute ces variations reviennent à ces quatre x/ 1 -4- ay, xy t 
/' , 8 c/. Car , par exemple ay revient à/ , & xy -4 a revient à xy ; 
puifquc ce font les inconnues x Se y qui fpecinent les Equations, 
8 c qui en font en quelque forte la qualité-, au lieu que les connues 
n’en font que la quantité. 

Et la raifon primitive que j’en ai déjà infinuée, vient de ce que, 
tout ceci étant rélatif à la réfolution des Problèmes , 8c à la recher- 
che qu’on fait des mefures des chofes -, c’eftla Difficulté d’un Pro- 
blème qui en fait la Hauteur & le Degré fpécifiquc. Or la difficulté 
eft proportionnelle au Degré des inconnues , 8c non à celui des 
connues. 

Car x = 4> - 4 ^-f acb n’eft jamais qu’une Equation , un Pro- 
blème , une Difficulté fimpleêc du premier Degré , qui ne demande 
qu’une ligne droite toute fimple pour être pleinement réfolu. 

Effectivement , fi a = 1 pieds ,è=i, 8c r = 3 , ilfe trouvera 
que x— S -4-4— f 6 — 1 8 s ce qui eft fans difficulté : au lieu que 
/ =s x* -+ Sec. eft d’une toute autre difficulté , 8c ne peut fe réfou- 
dre géométriquement , qu’à l’aide d’une Courbe du troifiéme Degré. 

jr 
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Or, après avoir réduit le troifiéme degré aux quatre Efpeces ge- 
nerales que je viens de donner , M. Newton deicend aux Efpeces 
fubalternes au nombre de 71 ou 7 6. La feule première Efpcce xf 
— f. ay = bx' -4- c x l — {• dx -+ 1 en contient 69. félon Stirling , Sc les 
trois autres n’en ont que 7. 

Or, la raifon pourquoi cette première efpcce cft fi féconde , 
c’cft i°. parce qu’elle contient d’aoord deux Efpeces generales xy* 
— f- ay=bx' &cc. &c xy 1 — bx ' -+ &c. i°. Parce qu’on peut varier 
ces deux , en les combinant avec les termes du fécond membre de 
l’Equation. 

Car d'abord l’Equation xy 1 — ay=tbx' -+ ex 1 -\-dx-\-t en en- 
tier, contienc 9. Efpeces. Enfuite xy 1 = bx' — f ex'- -+ — + c en 

contient 1 8 . En troifiéme lieu xy x -f ay = bx' -+ dx H- e , où man- 

J ue le terme ex 1 , en contient 9. 4°. L’Equation xy 1 -+ay = — 
x' -+ ex 1 —f dx — {• t , où le terme bx' a le ligne moins , en a 6 . 
5°. L’Equation xy 1 -+ ay = ex 1 -i- dx - f f où le terme bx' man- 
que , en contient 1 1 . 6 °. L’Equation xf- -+ ay = dx — f e où man- 
quent deux termes du fécond membre , &c. 

Or on doit comprendre que quand on dit par exemple que xy* 
-+47=3 dx— f-e contient fept Efpeces, cela doit s'entendre des 
variations qui peuvent arriver dans les Signes & dans les Coëffi- 
ciens , & même que le terme ay peut manquer , & l’Equation être 
réduite à xy 1 =*= dx -+ e. 

On n’attend pas de moi apparemment que j’entre dans tout le 
détail de ces Efpeces. Je ne crois pas fupprimer grand choie 3 lorf- 

3 ue je ne fupprime que le dernier détail , qu’on trouvera facilement 
ans Newton , Stirling fie Mac-laurin , à l’aide des Principes que 
je viens de développer, 


U. 
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CINQ U ANTE-U NIE'ME TRAITE’ 

Des Individus 

eu du Detail des Courbes. 

C ependant pour qu’il ne foit pas dit que je ne donne pas 
la plus haute Géométrie en entier , je ne laiflerai pas d’in- 
diquer ce dernier détail encore de plus près. J’en donnerai fur 
tout la clef, qui eft le principal dans toutes les Sciences. 


LIVRE PREMIER. 

Des Courbes Anciennes & Modernes. 

L E Détail , non plus que la Science generale des Courbes , 
n’a gueres été connu des anciens Géomètres. Les premiers 
jufqu’à Apollonius ne connoifloient gueres que le Cercle , qu’ils 
ne confideroient même que dans ie point de vûë le plus (impie , 
de la mefure des Angles 8c de la découverte des Racines fourdes 
8c incommenfurables , par le moyen des Ordonnées , moyennes 
proportionnelles entre les Abfciflcsdu Diamètre. 

Depuis Apollonius les Sections Coniques fe mirent à la mode, 
& devinrent le grand objet des Géomètres. Il n’y eût que l’info- 
lubilité de quelques Problèmes , de la Quadrature du Cercle , de 
la Trife&ion de l’Angle, 8c delà Duplication du Cube, qui leur 
fit imaginer quatre ou cinq Courbes , connues fous les noms de 
Conchoide , de Cijfoïdc , de Quadratrice 8c de Spirale. 

Ce fut un ceruin Nicomede , qui imagina la Conchoide , pour 
trouver deux moyennes proportionnelles, 8c doubler le Cube. 

Soit (Fie. 53. J une ligne AE appclléc Directrice , un point P 
appcllé Pôle , duquel on tire autant de lignes P AB , PCD , P EF, 
8cc. qu’on voudra , lefquellcs coupent la Directrice aux points A, 
C , E, 8c patient au-deflus jufqu’aux points B ,D , F , avec cette 
condition précife , que les portions des lignes A B , C D , EF , 
Tome II. V 
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&c. foicnt toujours égales entr'elles. Cela ftippofé , c’cft la ligne 
Courbe BDF , lieu Géométrique de tous les Rayons PB , PD , 
PF , qu’on appelle la Conchoïde de Nicomede. 

La première 5c la principale propriété de cette Courbe , eft 
d’approcher à l’infini de la directrice AH fans jamais l’atteindre ; 
de forte que cette directrice eft fon Afymptotc ou fa Tangente 
dans un point infiniment éloigné. Car toutes les lignes AB , CD , 
EF étant fuppofées égales , & CD étant plus inclinée fur la Di- 
rectrice que ne l’eft AB , & EF étant plus inclinée que CD , le 
point D eft plus rapproché de la Directrice que ne l’eft B , 8c F 
plus que D , & les perpendiculaires B A , DG , FH qui font les 
mefurcs des diftances delà Courbe, vont toujours en diminuant, 
fans jamais au refte être nulles. Car les lignes CD , £F, s’élèvent 
toujours au-deflùs de la Directrice , quelque panchées qu’elles 
puiflent être. 

Pour réfoudre le même Problème de la Duplication du Cube, 
Diocles imagina la Cijftïde ( Fig. ya. ) qui eft auffi une Courbe 
Afymptotiaue AIMN qui approche a l’infini de fa Directrice BD 
fans jamais l'atteindre. 

Soit un demi Cercle APB , avec une perpendiculaire BD au 
Diamètre AB. 

Soient conçues plufieurs lignes AE , AK , AD , terminées par 
cette perpendiculaire , ÔC tirées du point A , lefquelles lignes cou- 
pent la Circonférence du Cercle en H, P , L. 

Or foicnt prifes toujours AO = HE , AP = IK , AM = LD ; 
c’eft-à-dire , loient prifes fur chaque ligne des parties AO , AI , 
AM , égales aux parties correfpondantes HE , P K , LD , termi- 
nées par le Cercle & par la Directrice ; la CifToïde eft le lieu de 
toutes leslignes, AO , AI , AM, &c. 

Pour la quadrature du Cercle , nous avons des Anciens la Sfi- 
r*lc d’Archimède , dont nous avons déjà aflèz parlé , & la Qua- 
dr strict de Dinojbate , dont voici l’idée. 

Soit ( Fig. jy. ) un Quart de Cercle ADBC , dont la Circon- 
férence foit partagée en une infinité de parties égales, aux points 
D,E,G , &c. & le Rayon AC , foit partagé en autant de parties 
égales , aux points H, I , K , &c. foient menez les Rayons CD , 
CE, CG &c. 6 c les perpendiculaires HL, IM, KN, dont les con- 
cours, L, M , N ,0 , avec ces Rayons , feront des points de la 
Quadratricc ALM NO. 
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Cette Courbe , auflî-bien que la Spirale , eft tranfeendante , à 
caufe des Arcs AD, AE , 8cc. corrcfpondans aux Abfcilïès droi- 
tes AH, 1 H, Sec. dont le rapport mutuel eft tranfeendant 8c in- 
connu j au lieu que la Conchoïdc 8c la Cifloïde font des Efpeces, 
la première du quatrième Degré , la fécondé du troifîéme. 

L’ancienne Géométrie roula long-temsfur ce petit nombre de 
Courbes, dont il n’y eût même eueres que les Sections Coniques 
dont on le piqua un peu de détailler les Proprictez. 

Les Anciens regardoient toutes ces Courbes 8c même ces Sec- 
tions , comme peu Géométriques , jufqu’à Defcartes qui franchie 
cette Barrière , 8c leva ce lcrupulc. Il ne faut pas croire cepen- 
dant que les Anciens ne connuffènt pas d’autres Courbes, 8c que 
chacun n’en imaginâc à là fantaifie , ou n’en prit des idées dans 
celles que la nature étale làns celle à nos yeux. 

Une des premières 8c des plus belles Courbes , qu’ayent ima- 
ginées les Modernes , c’eft la Logiftique ou la Logarithmique de 
Neper. Car il propofa fon fiftême des Logarithmes, fous l'idée 8c 
la heure d’une Courbe, dont les Abfcifles étant en progreflion 
Arithmétique o, 1,1,3, & c * les Ordonnées font en progreflion 
Géométrique. 

Mais parmi les Courbes modernes, la Cycloïde , autrement con- 
nue fous le nom de Roulette , tint d'abord 8c tienc encore un des 
premiers rangs : les Epicycloïdes font , comme nous avons dit , for- 
mées par un point d’un Cercle qui roule autour d’un autre Cer- 
cle. La Cycloïde n’en diffère qu’en ce que le Cercle générateur rou- 
le fur un plan. 

Par exemple , un Cloud de Roue de Carolïè décrit , à chaque 
tour de Roue , une Cycloïde. Le célèbre Pajcal a écrit un petit 
Ouvrage fur la Roulette : l’Ouvrage de Laloubere lur le même fu jet , 
eft plus vafte 8c plus original. On trouve chez celui-ci des Anec- 
dotes qui convainquent celui-là d’un Plagiarifme peu honnête. 

Mais c’eft fur-tout par deux endroits , que la Géométrie moder- 
ne eft devenue, en quelque forte , infiniment féconde en Courbes 
nouvelles. 

i°. Parle moyen de l’Algèbre 8c de l’Analyfe Cartejienne , donc 
les exprdfions generales reprélcnrent , 8c ont fait imaginer tous 
ces Genres , ces Ordres , ces Degrez. , ces Efpeces , dont l’Énumera- 
tion feule rempliroit bien des volumes ; puuqu’onpeucla pouflèr à 
l’infini. 

Vij 
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i°. Parla comparaifon qui , dans toutes lés Sciences & dans tous 
les Arts, eft la vraie Clef de l’invention. Grégoire de faint Vincent 
eft un des premiers que je connoiflè , qui ait comparé les Courbes 
non- feulement les Coniques cntr'clles j mais même avec des Cour- 
bes tranfeendantes : & fa fymbolifation de la Spirale avec la Parabole , 
eft un des beaux morceaux delà Géométrie comparée'. 

Les célébrés Wallis , Pa/cal , & quelques autres , furent les 
premiers à recueillir cette fymbolifation , & à la mettre en œuvre 
dans d’autres fujets. 

L’idée de Pardies fur la comparaifon des Sections Coniques 
qu’il conçoit comme des Cercles diverfement allongez eft, félon 
moi , une des plus fécondes à cet égard , & qui a été le plus mife 
en œuvre. 

De toutes les Courbes anciennes & modernes, celles fur lef- 
quellesona le plus travaillé , après les ScCtions Coniques, ce font 
les Conchotdes , les Cijfotdes , les Spirales , les Logarithmiques , les 
deux Paraboles Cubiques , les Roulettes foit Cycliques foit Epicycli- 
que s. 

Nous n’avons guercs cependant d’ouvrage étendu fur aucune 
de ces Courbes, u ce n’eft peut-être celui de La/oubere fur la Cy- 
cloïde. Car , généralement parlant, depuis que cette vafte carrière 
des Courbes s’eft ouverte aux yeux des Géomètres modernes, ils 
ont pluspenfe à en imaginer de nouvelles , à les ranger fous diver- 
fês Clafles., à créer de nouveaux Genres , & à en faire des Dé- 
nombremens , comme les Botaniftes le font pour les Plantes , qu’à 
approfondir aucune de ces Courbes en particulier , comme les 
Anciens l’avoient fait pour les ScCtions Coniques. 

De forte qu’après quelques proprictcz fuperficielles , que leurs 
formules Algébriques leur donnent , ils ne s'embaraffent gueres 
de crcufer dans la nature intime de ces Courbes. 


LIVRE II. 

Principes generaux pour le détail des Courbes. 

C E détail eft double 5 il y a celui des Courbes mêmes , dont 
on peut rechercher les diverfes Efpcccs, les divers Individus} 
& celui de chaque Courbe, dont on peut rechercher les diverfes 
Affections , les diverfes Proprietez. 
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i°. Pour ce qui eft de trouver un détail de Courbes, rien n’eft 
plus facile ; il n’y a qu’à cirer des lignes Coordonnées , &c imagi- 
ner entr’clles une certaine proportion confiante telle qu’on vou- 
, dra , fimple , compofée , compliquée de mille maniérés différentes j 
ce fcra-là une Courbe, dont l’Equation fera le réfultat de la pro- 
.portion imaginée. 

On peut prendre pour ces Coordonnées , des lignes droites j 
on peut prendre auffi des Courbes , & telles Courbes qu r on vou- 
dra pour l’une ou l’autre, ou pour toutes les deux. 

Une des grandes fources de fécondité , c’cft de fuppofer une 
des Coordonnées concentrée en un point , enforteque la Courbe 
s’enveloppe &c fe change par exemple, de Parabole en Spirale, $c 
endiverfes Spirales, félon que c’eft l’Abfciflèou l’Ordonnée qu'on 
concentre ( on peuc même fuppofer que ce foit la ligne Courbe 
quife concentre, &c alors c’cft l’Axe qui devient Courbe. 

On peut tranfporter les proprietez d’une Courbe à une autre , 
ou les compliquer enfcmble, &cc. Ce font-là des voyes Géométri- 
ques : la voye Algébrique eft encore plus féconde. 

On n’a qu’à prendre une Equation à (à volonté , combinant 
enfcmble les indéterminées x SCynvec les connues a , b , c , &c. 
comme on voudra ,• ce fera l’cxpreflîon d’une Courbe , dont on 
connoîtra d’abord , par le feul coup d’œil , le Degré , & même avec 
un peu d’ufage la principale tournure , & enfuitc par le Calcul , 
les principales proprietez. 

Car 2 °. lorsqu'on a une Equation , rien n’cft plus facile que 
de détailler les proprietez de la Courbe qu’elle repréfente, foit en 
cherchant fes Tangentes & Souftangcntes , fes Perpendiculaires 
& Sous-perpendiculaires , & fur tout fes Afymptoccs ; foit par les 
queftions de maximis , minimis çr me dit s , foit par les Points d’infle- 
xion & de Rebrouflèment , par les Développées , &c. ou même 
parla fimple Réfolution des Equations , & leurs diverfes façons. 

Soit par exemple , l’Equation y « ax' — 1- bx 1 -y ex. Je vois d’a- 
bord que c’eft une Equation & uneCourbe du troifiéme ordre, dont 
il s’agit. Je vois même que c’eft une Courbe Parabolique , & la 
Parabole appellée Cubique , ou par d’autres Semicubique. Car {a 
Parabole Cubique doit avoir une de fes Coordonnées , d’un degré 
feulement , moins élevée que l’autre , & fon Equation eft yy <=> 
4ATÎ -+ &c. 

Il y a plus : le Degré des Coordonnées me fait d’abord com- 



t j g Géométrie Tranfcendante. 

prendre que , l’Ordonnée coupant une fois la Courbe , & l’Abf- 
ciflè la coupant trois fois , le hftême de cette Courbe c(l repré- 
fenté par la Figure j 6 , où la Courbe coupe trois foisl'Axe AC , en 
A , B , C , & les Ordonnées DE , GH ne lacoupcnt qu’une fois 
chacune en D , en H , &c. 

On voit bien qu'aux points A, B ,C , l’Ordonnée^ = o. Pour, 
trouver ces points, fuppofons^ = o =» *x^ -+ bx 1 — f ex — f- e. 
Donc ôtant le terme e connu pour les raifons ci deflùs ax 1 H- bx 
H- c =» o : ce qui fait voir que Iorfque y = o, on peut divifer axt 
H- 8cc. par .v= o. c’eft-à-dire que x eft nulle en un des points où 
y ss o , mais qu’aux deux autres points , elle a une valeur, qu’il 
faut trouver en réfolvant 4 x 1 — {• bx — fr e = o ou , ce qui va au 
même , x 1 H- ; x — J--* =» o. * 

Or la réfoîution de cette Equation du fécond Degré eft facile, 
en lui donnant d’abord cette difpofition x 1 -+ 1 * = — »»Y 
ajoutant enfuitc le quarré jf. de la moitié du Coefficient J- du fé- 
cond terme, ce qui fait x 1 -f J-x H- — Ii8c prenant 

enfuite la Racine de cette Equation , laquelle eft x —h = 

y/ | . D’où on tire la valeur de x = — £ -+ }/ jr, — :■ Oc 
Cette valeu r eft double. 

Et de ces deux Abfciflës égales, je conclus que le point B mi- 
toyen entre A&c C , eft la vraye origine des Abfciflès qu’on compte 
en allant de B vers C , & de B vers A , cpfortc que les points A , 
C , où y ;= o , c’eft-à-dire où la Courbe coupe les Abfciflès , 
foient également éloignez l’un &c l’autre du troifiéme point B , 
où x ssa o , comme; =o. 

Prenant maintenant les différences deçette Equation , nous avons 
dy = 3 ax*dx -+ ibxdx — j- cdx , ce qui donne -jj 

& =* P° ur ^ ^ ormu ^ e des Souftangentcs de 

cette Parabole. 

Suppofant dy ta o , donc aufli jax* -f ibx -+ c b o , & réfol- 
vant cette Equation , nous aurons comme ci - devant x4f,a> 

y/ tii — , Sc x e=s — t — f y/ & c. ce qui donne les valeurs de 
x , fçavoir de B E , & BG , par rapport aux points D , H, de la 
Courbe, où les y, c’cft-à-dirc les Ordonnées DE, GH, font les 
plus grandes. 
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On aura les valeurs de ces Ordonnées en fubftituant cette valeur 
de x dans l’Equation / «= ax' — f bx l — h ex , ce qui ne demande 
que la peine d’en faire le calcul tout au long. 

Si on vouloir les moindres/ , on fuppoferoit/</sr =ao=c axi-+ 
bx l H- ex , dans la Formule précédente, ce qui feroit voir , qu’il 
y a trois points B , A t C , ou/ eft plus petite ou même nulle , 
comme nous l’avons trouvé. Si on vouloir les points moyens en- 
tre les plus grands 8c les moindres , on fuppoferoit £ =* I t=a 

d ’ oil 3«‘-+ib-H= ! | &c. 

Dans les valeurs xs = — £ H- V in— I, trouvées ci-deflus, 
il peut arriver que les valeurs des connues a, b , c , foient telles 
que — étant plus petit que \ , la racine foit imaginaire , 8c alors 
lAbfcifl'c , non plus que l’Ordonnée, ne coupera qu’une fois la 
Courbe, &C le filtêmc en fera tel que la Figure 57 le repréfente , 
la Courbe ne changeant pas en foi , mais par rapport feulement 
à Ce s Coordonnées, qui (ont autrement pofées par rapport à elle. 
Dans tous ces cas on trouvera , fi on veut , le point d’inflexion. Car 
la Courbe en a évidemment, 8cc. 

CINQUANT E-D E U X I E’M E TRAITE’. 

De la comparaison des Courbes) ' 


J E fuis forcé de me borner; (ans quoi, j’avoiie que je me ferais 
un plaifirdc donner une grande étendue à ce Traité, qui eft 
un des plus propres à donner l’Efpritdc toute la Science 8c de tout 
le détail des Courbes , dont il n’cft en quelque forte que la Réca- 
pitulation Si la quinteflènee. 

Deux chofes font ici dignes d’attention , les Symbolifations ou 
les Rapports fccrets ou manifeftes des Courbes ; Sc leur Redufïion , 
des Individus aux EJbeces , des Effcccs aux Genres , des Genres aux 
S (fiions Coniques , de ces Seflions au Cercle , 8c du Cercle même 
fi l’on veut à la ligne droite , qui eft tout ce qu’il y a de plus fimple. 

Caria Nature & l’Art de concert , ont beau multiplier les Cour- 
bes , les Inflexions , les Nœuds , les Plis , 8c les Replis ; cette varié- 
té fuperficicllc c’a droit d’impofer qu’aux yeux 8c à l’imagination; 
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& un Efprit philofophe &. profond fçait y retrouver toute la fim- 
plicité delà Nature. 

Le Cercle , en s'allongeant un peu , produit l’Ovale qui , par 
un allongement forcé , dégénéré en Parabole , laquelle à fon tour 
pouflee au-delà de toutes les bornes fb met, comme l'on dit , en 

Î 'uatre t pour former un nouveau fiftême de Courbe, qui tourne 
à convexité vers fon Centre , fans ceflèr d'imiter , de très-près , 
leCercle, auquel clic paraît fi oppofée. 

Sur le modèle de ces Courbes primitives , & en les combinant, 
en les compliquant cnlcmble , en modifiant un peu leur courbure , 
on produit toutes les autres. 

Par exemple: les Spirales ne font qu’un enchaînement de Cer- 
cles concentriques donc chacun tient, par une extrémité de fa 
Circonférence , à celui qui lui eft intérieur , Ôt par l’autre , à celui 
qui lui eft extérieur. 

Deux Ovales mifes bouta bout de maniéré que leurs Branches 
deviennent continues, la droite d» l’une à la gauche de l’autre, 
forment le 8 de chiff re qui eft une Courbe du quatrième deçré , 
qu'on peut fuppoferqui devienne infinie fie Parabolique, ou meme 
Hyperbolique par un de fes ventres & même par les deux. 

Remarquez même que , comme toutes les Courbes du fécond 
Degré fe rapportent immédiatement au Cercle ordinaire , qui eft 
de ce Degré , on peut de même rapporter les Courbes de chaque 
degré au Cercle de ce degré. 

Or les Cercles de tous les Degrez ne font évidemment que des 
modifications du Cercle fimple & primitif. On peut même con- 
cevoir des Cônes de tous les Degrez , ÔC par leurs diverfes Sections 
produire les Courbes des Degrez correlpondans , comme on pro- 
duit celles du fécond Degré par les diverfes Se&ions du Cône du 
fécond Degré. J’appelle Cônes du fécond & des autres degrez , , ceux 
qu i ont pou r Bafes des Cercles du fécond & des autres Degrez. 

Les Equations des Courbes, nous font bien voir le peu de dif- 
férence qu’il y a , dans le fond , de l’une à l’autre ; puifqu’il ne faut 
le plus fouvent que changer un feul figne , pour transformer une 
Courbe en une autre , qui en apparence lui eft tout oppofée. 

Par exemple: quoi de plus oppofé en apparence, que l’Hyper- 
bole Equilatcrc & le Cercle : or l’Equation de celui-ci eft yy=* 
Dx — xx -, &C l’Equation de celle-là eft j y = Dx — f xx , où l’on 
voit bien que tout ce qui convient au Cercle en propre à l’Hy- 
perbole 


Digitized by Google 



Comparaifon des Courbes. ic i 

perbole, ayant feulement foin de prendre l’une à la gauche & l’au- 
tre à la droite. 

Et ~ajy — D* — xx cft auflî-bien l’Equation du Cercle que 
celle de l’Ellipfe , toute leur différence venant de ce que dans le 
Cercle , — = i , c 'cft- à-dirc les deux Axes font égaux , 8c qu’ils 
font inégaux dans l’Ellipfe. 

Comment ramencroit-on toutes les Courbes d’un degré à la 
même Equation generale , 8c toutes les Courbes mêmes de tous 
les Degrez à une feule Equation gcneraliflime , fi ce n'étoitdans 
le fondla même Courbe diverfement développée ou enveloppée , 
compliquée ou Amplifiée, en un mot, confideréc dans divers points 
de vue , 8c fous divers afoects. 

Lorsqu'on voit un Cercle un peu de biais, il paroît Ovale, 8c 
une Ovale de biais nous paroît circulaire. La Perfpe&ive nous 
offre mille transformations pareilles d’une Courbe en d’autres , 
par le fimple changement du point de vûë ; 8c je ne fais nul doute , 
que fon Art ne piif être poufle jufqu’au point de transformer , à 
nos yeux , telle Courbe donnée , en telle autre Courbe donnée auffi. 

La nature pratique ces transformations, d’une maniéré bien fu- 
périeure , 8c bien digne de la fuprême intelligence qui l’anime. Ne 
croyez pas qu’elle fe mette fort en frais , pour en varier le fpecta- 
cle a nos yeux. 

En fuivant par tout les mêmes loix , les mêmes principes, en 
donnant à toutes chofes une impreffion circulaire 8c même rccli- 
lignc, elle varie à l’infini les Mou venions, les Courbures, les Ap- 

} >arence$ 8c les Realitez , fi toutefois il y a beaucoup de réalité 
olide dans un Monde qui n’eft que Figure. 

Nous admirons , 8c dans le fond nous fommes faits pour 
admirer mille fortes de traits 8c de Figures que nous trouvons 
dans le Castor , dans la Moelle , dans les Fibres des Plantes 8c des 
Branches d’Arbres, Mais le plus fouvent toutes ces Figures vien- 
nent de la maniéré dclcscouper. 

La nature n’a eu la peine que de faire des Cercles ou d’autres 
Figures fort fimplcs,en formant les Dents £ un Eléphant ; nous les 
coupons tantôt d’un fens, tantôt de l’autre, 8c nous y trouvons 
des Ovales, des Paraboles , des veines de toutes les Figures j juf- 

Î |ues-là que j’ai vu quelqu’un qui, à la vûë des veines qu’il voyoit 
ur une Tabatière d’Y voire , demandoit li les Elephans a voient les 
dents faites comme un œuf. 

Tome IL 


X 
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Non-feulement les Courbes fe reflômblcnt par leur expreffioft 
generale , mais même par tout le détail de leurs proprietez. 

Les Diamètres des Sections Coniques les partagent en deux 

I iarties égides ; te toutes leurs ordonnées suffi et» parties égales $ 
es Diamètres des Courbes du troifiéme Degré partagent leurs 
ordonnées , de maniéré que la fomme des deux ordonnées qui 
font d’un côté, égale l’ordonnée qui eft de l’autre côté ( Sc par 
conféquent l’Efpace renfermé entre le Diamètre St la Courbe 
d’un côté , eft égal aux deux efpaces renfermez de l’autre côté f 
entre le Diamètre 6c chaque Branche de la Courbe de ce même 
côté. 

Et s’il y a quatre , cinq, fix , Sec. Branches , 6c que la Courbe 
(bit du quatrième , cinquième , Sec Degré , la fomme des Ordon- 
nées de des Efpaces d’un côté , égale 6c fornaeroit Equilibre avec 
la fomme de l’autre côté. 

Plus on comparera les Courbes , mieux on les connoîtra ; 8C 
Celui qui voudra inventer dans la Géométrie , doit s'adorer qu’ri 
n’a pas de voVe plus infaillible pour y faire des découvertes. 

Il faut furtout combiner , changer les points de vûë , les mul- 
tiplier, trànfporter les proprietez d’une Courbe h une autre , St. 
tâcher de les lui approprier t perfuadé qu’en effet ce qui convient 
à l’une, convient à Vautre, avec une légère modification. 

J'ai été fouvent furpris que de tous les Arts Se de toutes les 
Sciences à découvertes, 1 ’Ànawme fôt peut-être la feule qui prit 
le nom de Service comparée , à' Anatomie comparée. 

Ce n’eft pas que la cotoparaifon n’ait lieu dans les autres Arts 
te Sciences , Se fi ngu I icrcmcnt dans la Géométrie : mais fansdoutc 
elle n’y a pas encore fait affezdc progrès, pour être érigée en Art, 
en Précepte , en Titre. 

Je ne fçais pas fi je ferai allez heureux pour l*y introduire tout- 
à-feitj mais il me fcmble qu’au moins dans tout cet Ouvrage j'cft 
fais fentirla néceffité & l’imporrance , furtout pour ceux qui vi- 
fent plus k l'Efprit general qu’au détail ftctile de la Géométrie. 

’t 
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-CINQUANTE-TROISIEME TRAITE’. 

Des lieux G e’ome’ triques 

de tous Us Degresc. 

D Ans la Réfolution Analytique des Problèmes, on aboutit 
à une Equation qui en renferme toutes les conditions. Le 
chef-d’œuvre de l'Art eft alors de découvrir la Courbe que cette 
Equation indique, 6c qui en eft le lieu Géométrique. 

La difficulté n’cft pas pour les Equations du fécond Degré. On 
connoît allez les Serions Coniques, elles font en allez petit nom- 
bres , 6c leurs Equations font allez peu chargées de termes pour ' 

3 u’on puifle , avec un peu d’ufage , découvrir du premier coup 
’œil , l’Efpcce de Courbe que l’Equation repréfente. 

Car , faiiant évanouir le fécond terme de l’Equation geperalif- 
fime, elle fèraj^ sa -+bx -+d, qui repréfente un Cercle , lorf- 
que — v l , c’eft-à-dire lorfquc le ouarré x l a le Signe mains, 

6c l’unité pour Coefficient : une Ellipfe , lorfque x 1 a le Signe moins 
6c un Coefficient qui n'eft pas l’unitc : une Hyperbole , lorfque x l 
a le Signe pins -, 6c Hyperbole Equilotere , lorfque 4 = 1 , non Equi~ 
latere , lorfque a n'eft pas l’unité: une Parabole , lorfque^ 1 = o : 
une Hyperbole rapportée à fes Ajymptotes , lorfque xy <= ax 1 ~+bx~+ 
d&cc. 

Je ne fais qu’indiquer cela en general , fans prétendre déter- 
miner les divers cas 8c les diverles formes , fous lefquclles une 
Equation du fécond Degré peut fc préfenter ; toutes chofes que 
l’ulagcfeul peut apprendre un peu à fond 6c avec précifion. 

Pour ce qui eft des lieux qui paffent le fécond Degré , il n’y a 
que la çonnoillànce 8c l’ufege qu’on peut en avoir acquis, par une 
grande habitude, qui puillcnt routinerà cct égard. Le troiliéme 
Degré même eft encore aflèz imparfaitement connu hors de l’An- 
gleterre, où même onnes’eft gueres piqué d'en éclaircir la théo- 
rie , 8c beaucoup moins la pratique. 

Car, je ne connois que M. Stirling , qui ait parlé des Lieux 
Géométriques du troiftéme De g*: 5 mais il en parle fi fuccinclement, 

Xij 
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& d’une manière fi concife 8c fi fçavante , que ce n’eft prcfquepaj 
la peine de dire qu’il en ait parlé. 

Il ne faut pas croire cependant , que nous foyons fans aucune 
reflôurccà cet égard, & que, quelque Equation du troifiéme & 
même des plus hauts Degrezqui fe préfente , fut elle-même trans- 
cendante , nous ne ptiHIions bien en trouver la Courbe, nous en 
former l’idée , & la décrire au moins fuffifamment pour l’ufage. 

D’abord la nature même du Problème nous fait connoître l’Or- 
dre de la Courbe : car, fi dans l’Equation trouvée il entre desex- 
preffions de quelque Arc de Courbe , ou de quelque ligne droite 
qu’on ne puiflc déterminer , ou de quelque quantité infinie en 
grandeur ou en petiteffè , dont on ne puific dégager le Calcul, 
ou quelque expreflion exponentielle irréductible , la Courbe eft 
d’un ordre tranfeendant, qu'on ne laifle pas dans bien des cas de 
pouvoir concevoir, ÔC décrire fuffifamment, comme la Spirale , 
la Cycloidc 8cc. 

Enfuire les Expofansdes inconnues, x y y, font connoître le 
Degré de la Courbe -, ce qui eft déjà quelque chofe. C’eft beau- 
coup après cela , fi l’Equation a une forme relative à une de ces 
quatre xf- -+ay = hxi — f 8cc : ou xy = êcc. ou yy=a Sec. ouy=Scc. 

Comme il ne peut même arriver qu’à des Géomètres d’une cer- 
taine force, d’avoir befoin d'aller plus loin, il faut dire que l’u- 
fage qui les aura conduits dans ces difficulrez , leur aidera bien à 
les furmonter,- d’autant mieux qu’après tout, quelque Equation 
qui fc prélênee, on pourra connoître les principales allures de la 
Courbe qui y répond , en remaniant un peu cette Equation , en 
la confidcrant attentivement , en extrayant fes Racines , en la dif- 
férentiant , en cherchant les Tangentes, les Perpendiculaires , les 
plus grands y les Moindres , & les Moyens , en fuppofant = 0 , ou 
=» à telle autre quantité connue de l’Equation, tantôt x , tantôt 
y 8tc. 

Mais ce n’eft pas-là le plus difficile en cette matière , & il y a 
un Problème d’un ordre Supérieur 8c tout nouveau que je vou- 
drais propofer aux Géomètres. On croirait d’abord ce Problème 
tout P hypee- Mathématique ; il eft Phyfico-Mathématiqueen effet: 
mais il eft auffi très Géométrique. 

Il s’agit , fur l’idée generale 8c fenfible , & prctque fur le coup 
d'œil ou fur les Phénomènes 8c les apparences d’une Courbe,. d’en 
trouver l'Equation , le Rapport des Coordonnées , 8c toutes les 
Proprietez. 
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Quoique je parle du coup d’œil 8c de l’idée fenfible d’une Courbe, 
il ne faut pas croire que je rende en aucune forte les yeux juges 
fie arbitres de ce Problème , lequel bien pris eft , encore une fois. 
Géométrique. Il faut s’entendre, la théorie la plus Géométrique 
de la plupart des Courbes , n’a eû d’autre Origine que celle-ci. 

Quand on a une Equation d'une Courbe , ileft facile d’en trou- 
ver le lieu Géométrique , 8c d’en repréfènter diftin&ement la Cour- 
be aux yeux , en la traçant fur le papier avec toutes fes Branches , 
fes Points , Nœuds , Indexions , Encreiacemens , 8cc. 

II s’agit ici de trouver l’Equation d’une Courbe qui eft tracée 
de la forte fur le papier , 8c dont ce coup d’œil feul nous donne 
l'idée. 

Quand je vois quelqu’un qui , avec un compas , décrit fur le 
papier une Courbe , je prends d’abord l'idée d’une Courbe uni- 
forme , dont tous les points de la Circonférence Ibnt également 
éloignez du point central; qui doute que là-deflus, fi la nature & 
les proprietez du Cercle n’étoientpas encore une affaire trouvée, 
je ne la trouvafle , 8c que les Anciens ne Payent trouvée fur cette 
première idée. 

De même (Fig. 58 J on me préfentc un Huit de Chiffre ; je n’en 
eonnois aucune propriété Géométrique, 8c il faut les trouver. 

Pour cela je tire deux Axes AK , BD , par le point C : car je 
choifis d’abord le point de vue le plus fimple. 

Or dans ce point de vue , qui répond àl’idée que j’ai dansl’Efprit 
d’un Huit régulier , je remarque que par tout les Ordonnées OG , 
OH font égales , auffi bien que OÊ , 01 , Sx. de même AL = AM, 
CB — CD. 

Avec cette différence qu’en allant de C vers A fou vers K) les 
Ordonnées OG,OE deviennent égales, auffi bien que OH, 01 , 
les deux Points G , E d’intcrfection fc confondant en un fèul point 
de Conta& L , 8c les deux H , 1 en M. 

De forte que les quatre Ordonnées en A font égales : au lieu 

3 u’en C les deux OH, OG deviennent nulles , 8c les deux OE , 01 
c viennent CB , CD, qui font des Maxima , c’eft-à-dire les plus 
grandes Ordonnées , 8c le grand Axe même qui marque la plus 
grande longueur de cette Courbe. 

Tout cela me fait comprendre que cette Courbe eft du quatrième 
Degré , 8c a , à peu près , cette forme tutf- — = .v+,qucjc prends 
d’abord au hazard , mais non fans quelques raifons. 
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Car t a . je n’y donne aux^, x que des Expofans pairs , à caufe 
de l'égalité des Ordonnées deux à deux. 

i“. "je ne multiplie point les x par^ , n’y ayant ici nul Hyper* 
bolifme. 

1°. Je leur donne les mêmes plus hautes dimenfions, n’y ayant 
nul Parabelijme. 

’ Ce qui 4 0 . avec l'idée que j'ai de la Courbe me la fait connoî- 
tre pour Ovule. 

5% Je ne mets point de terme tout connu , prenant l’origine 
d’x en C. 

6°. Je donne le fi;*nc — ky* par analogie à l’Ovale commune. 

Et 7°. pour la meme raifon je ne mets x que dans un terme. 

Enfin pour dernicre relfource j’eflaye l’Equation , & je compare 
la Courbe que j’en déduis avec la Courbe propofée. i°. Soit x => 
e , j’ai jy — 0 , &Cyy = zt M > ce qui eft jufte , & donne pour grand 
Axe #0 = 14. 

z a . De même fuppofant/ = 4 ou = — a j’ai 4+ — a* — x ♦ 

OE 0 . 

3 0 . Faifant x = 4 , j’ai^ 4 — a l y 1 — }- j 4+ = — £ 4 * , dont la 
Racine ell y' — , c’eft à-dire imaginaire -, de forte que la Courbe 
n’eft pas aulli large qu’elle eft longue. 

4 0 . Si on fai/oit x e=* [4, on trouvèrent K A plus grand que 4j 
la largeur eft donc plus que la demie longueur. Mais il s'agit de la 
détermination précife de cette largeur: or CA eft un Maximum , 
& en A la Soultangente eft nulle. 

5 0 . DifFércntiant l’Equation on arrive à , ici «a 

e , d’où aay'- — = .v 4 . Donc en A l’Ordonnée & l’Abf- 

ciflè font égales , CA — AL. 

6*. Enfuire yy = £ , &/ = 4 = x , 8c CA eft entre ÿ 
& i de 4, & AK — a\l 1 , &C BDsss îa.&cc. 

Telle eft à peu près la Méthode pour déterminer une Courbe 
par le coup d’œil , par les Phénomènes , par l’idée fcnfible : Mé- 
thode aulli utile que fimplc , & fans doute la feule pour la déter- 
mination des Courbes Phyûco- Mathématiques. 

C’eft par-là aulli que j’ai crû trouver que la Chainctte , dégui- 
fée par d’autres Méthodes plus gavantes , étoit Vhyfiqutmtnt une 
Ellipfe , Géométriquement une Parabole } l’Elaftique ordinaire un 
Arc de Cercle, quelquefois d’Ellipfe , quelquefois d’Hyperbolc 
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nouée , de Spirale , ou de tout ce qu’on veut -, que la Coude du Jet 
étoit Spirale 8cc. 

Or, on peut d’abord prendre une Equation indéterminée, & la 
déterminer crffuite priafiment ou même far approximation , comme 
on en ufc pour les intégrales , les Racines , les Séries , &c. indéter- 
minées. 

On peut même lorfque la Courbe ne fe préfente pas fous une 
forme u régulière ou plutôt fi Symétrique , la fùppofcr d’abord Sy- 
métrique , & enfuite alccrer fon Equation comme on le fait pour 
déduire du Cercle l'Ovale , la Parabole &c. 

Au refte , comme je viens de trouver chez M. Mec- Laurin dans 
fa Géométrie Organique , pag. 1 1 6 que l’Equation du Hu/icft x* — {* 
1 x l y l -+ y* =a l x l — a 1 y 1 , & comme j eftime fort M. Mac-Lau* 
rin , 8c en general tout ce qui nous vient de Géométrique d’An- 
gleterre , & que je n’ai pas le tems de vérifier d’avantage mon 
Equation ni la ficnne,je prie qu’on s’en rapporte ici bienplusau 
Principe & à la Méthode qu’à l’exemple auquel je l’applique. 

CINQUANTE-QU ATRIE’ME TRAITE’. 

La Descmption générale I>es C o 0 r. b e s. 


M A Esckittioh Organique. Comme on décrit un Ccrde 
M J avec un Compas , on décrit les autres Courbes avec d’au- 
tres inftrurncns plus ou moins ftmplcs félon qu’elles font plus ou 
moins Amples elles-mêmes. 

Le Ccrde eftla feule Courbe, dont la defeription ne demande 
qu’un mouvement uniforme autour d’un Centre. Pour toutes les 
autres Courbes, il fauc au moins deux mouvemens , dont l’un 
foie ancillaire. 

L’Ellipfe même , tomme nous l'avons vâ dans la Géométrie 
cotnpofée, ne peut être décrite que par le concours ( Fig. 59 ) de 
deux Rayons LE, GE , ou El , Gl , qui changeant fans celle de 
longueur , 8e fe conpant en divers points , tourncnc l’un autour 
du point F, l’autre autour dcG. 

Nous avons vu la même dhofe pour l'Hyperbole -, 8e il n'y a 
que la Parabole dans laquelle , les deux Centres étant infirment 
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. éloignez l'un de l’autre , le Rayon EG infiniment long eft pa- 
rallèle à l’Axe A G , 8c fc meut parallèlement d’un mouvement 
uniforme , tandis que FE tourne autour du Foyer. 

Le nombre des mouvemens , compliquez pour la Defeription 
d’une Courbe , décide en general de fon Degré. Trois mouve- 
ments , dont deux au moins font circulaires , forment une ligne 
du troifiéme Degré. 

Par exemple dans la Figure précédente , fi tandis que les Rayons 
FE , GE tournent autour des points F, G, le point G ou le point 
F , avançoit uniformément vers A ou B , la Courbe décrite ne 
feroit plus une Ovale fimple , mais du troifiéme Degré , 8c fi à 
ce mouvement on en ajoütoitun quatrième , la Courbe monte- 
roitau quatrième Degré. 

Pour Ce former une idée de cette génération des Courbes de 
divers Degrez , par la Complication des mouvements circulaires , 
loir ( Fig. 6o.) un Cercle ABC , 8c un autre Cercle DEFG , 
dont le Centre C foit dans la Circonférence du précèdent ; 8c un 
autre Cercle qui ait fon Centre au point G de la Circonférence 
du fécond , 8c ainfi à l’infini. 

Imaginons maintenant que tandis qu’uncorps placé en Htourne 
autour du Corps placé en G , ce Corps tourne autour de C , 8c 
C autour du Centre / du grand Cercle -, de forte par exemple , que 
tandis qu’un de ces Corps fait le tour de fon Cercle , les autres 
faflent chacun le tourdufien , ou bien tandis que l’un décrit une 
fois fon Cercle , l’autre décrive deux fois le ficn. 

Alors par rapport au point /, le Corps C décrira un Cercle le- 
quel en fait de mouvement circulaire ou périodique , peut être 
regardé comme une Courbe fimple du premier Ordre j le Corps 
G décrira une Ellipfe qui eft comme du fécond Ordre { le Corps 
H , décrira nne Courbe du troifiéme Ordre , 8c ainfi à l’in- 
Ini. 

Communément les Gcomctres employent les Angles pour la 
Defeription organique des Courbes. Concevez par exemple, deux An- 
gles ( Fig. 6i. ) B 8cD formez , l’un parles deux lignes A B , 
BC , l’autre par les deux AD , DC. 

Que ces Angles faits , par exemple de fils de Fer , foient fixez aux 
points B , D , comme en deux Pôles , autour delquels chacun 
d’eux puiflë tourner de maniéré que AD tournant, la ligne 
DC tourne autour de D , 8c que de même AB tournant , fafle tourr 

ne- 
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net BC . Les lignes de ccs Angles fe croifent les unes en A , les au- 
tresenC. . . 

Cela fijppofé , concevez que ccs Angles tournent de concert 
autour de leurs Pôles Angulaires B, D, de manière que leur in- 
cerfeétion A , décrive la ligne droite EG laquelle fert de Direffrice , 
alors l’autre interfeclion C , décrira une ligne Courbe du fécond 
Ordre, une Ellipfc, une Parabole, ou unc Hypcrbolc. 

Mais , fi pendant ce mouvement un des Pôles venait aulîî à fe 
mouvoir , la Courbe décrite ferait du troifiéme Degré j & fi avec 
ccs mouvemens il s’en compliquoit de nouveaux , la Courbe mon- 
terait d’autant de Degrez a proportion. 

On fe fert quelquefois de lignes Courbes dans ccs Mouvemens 
ce qui fait monter d'autant la Courbe qui en réfulte. Par exemple* 
dans le cas préfent, fi la Diredrice EG étoitunc Courbe du troi- 
fiéme ou quatrième Degré, les Pôles C 3c D étant immobiles, 
la Courbe décrite par le point d’interfedion C ferait aufli plus éle- 
vée à proportion. 

Et de même , fi la ligne EG étant droite , le Pôle D parcou- 
rait une ligne Courbe, le concours C décrirait une Courbe plus 
compoféc, à proportion du Degré de celle que le PoleD parju- 
rerait. r 

Et fi la Diredrice du concours A & celle du Pôle D étoit une 
Courbe, & c. De même dans la pénultième Figure fi les Eticrcles 
étoient des Courbes plus compofées , les Courbes réfultanrcs le 
feraient aufli à proportion. 

Remarquez qu’en fait de mouvemens , compliquez autour d’un 
point, le Cercle tout Courbe 3c du fécond degré qu’il cft pat 
rapport à fes Coordonnées , efl: cependant plus fimplcquela ligne 
droite même : car tout ceci n’eft qu’une affaire de Rapports ,3c 
chaque chofe, dans fon point de vûë propre , eft toujours plus 
iimple, que toute autre dans le même point de vûë} 3c les Géo- 
mètres qui jugent fervilcment des choies dans une certaine ri- 
gueur, font lu jets à ne faifir fouvent que des veritez abftraitcs 
qui fe trouvent à tout moment démenties dans la Pratique. 

Par exemple , dans la figure précédente on ferait tenté de croire 
que la Diredrice EG étant une Sedion Conique, le point C de- 
vrait décrire une Courbe du troifiéme Degré ; puifeue la Direc- 
trice étant une ligne droite, le point C décrit une Courbe du fé- 
cond Degré. 

Terne II. Y ‘ 
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lieft .vrai cr pendant que y fi le point A décrit une Se&iott Co- 
nique , le point C décrira une ligne droite ; puifque , par la pre- 
mière foppofition de la chofe , fi le point C décrit une ligne droite , 
l'aurre point A doit décrire une Section Conique. 

, Il ne faut donc pas prendre la chofe tout -k- fait en rigueur, 
lorfqu’on dit que plus la Directrice EG cft compofée , plus la 
Courbe décrite par C, fer» compofée. 

Mais il faut prendre garde que n'y ayant ici que deux moûvc- 
mens compliquez , le point A St le point C doivent , à eux deux 
remplir deux Degrex , enferre que fi A décrit le premier Degré „■ 
C décrive le fécond ; fi C décrit le premier , A décrive le fécond v 
8c de même fi- A décrit le troifiéme , C décrive le quatrième -, Ô£ fi 

décrit le quatrième B , décrive le troifiéme. 

De même , lorlqu’il y a trois Mouvemens, le Pôle D en ayant 
un , ces trois mouvemens feront de trois Degrez difFérens, 8c fi 1 
A décrit une ligne droite , D une ligne du fécond Degré, C en 
décrira une du troifiéme, &c. 

De mêfme (Fig- 6%.) foit un Cercle C autour duquel tourne 
une ligne ABC , de maniéré que fa partie AB ou ED au-dcfïus 
de la Directrice BD , feit toujours de même longueur , la ligne 
AE décrite par ce mouvement fera une Conchoïdt , qui eft une 
Courbe du quatrième Degré. 

Mais, fi la Directrice au lien d’être unoligne droite BD , étoic 
une ligne Circulaire BG , alors les lignes AB , DG , étant égales 
au-dcuus de la Directrice BG , la Courbe décrite AD bien loin 
d’être du troifiéme Degré , fcroiï fimplcroent un Cercle AD , 
concentrique au Cercle Directeur BG -, &c , fi BG étoic une Para- 
bole, une Ellipfe, ou qne Hyperbole, la Ligne décrite feroit auffi 
de même Genre 8£ dé même nom. ; . 

Si- même on pranoit la Coficho'kle AE pour Direétrice , les* 
lignes Aht, Ë/ étant toujours égales enctfewcs, la ligne décrite 1 
Hl ne feroit jamais qu’une Cèncnoïde, dit même Degré que AE. 
Car ce feroit la même chofc que , fi prenant la ligne droite BD 
pour Direétrice, on fuppofoit BH=*>DI , comme cclafe trouve 
fei. - 1 : 

' La Dcfcription Organique dés Courbes au refie , cft d'unegrandc 
eonféquencc pour les Arts & pour la Réfolution des Problèmes 
Pbyfico - Mathématiques. Car le plus fouvent cette Réfolution 
dépend de cette dcfcription. 
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Par exemple : j’ai vû un Géomètre habile qu’on embaraflà en 
lui demandant qu’elle écoit la Courbe ( Fig. 63.) décrite par un 
point C d'une Corde, laquelle paflànt toujours par un pointé, 
etoit par Ton extrémité D tirée le long d’une ligne indéfinie BD. 

Il voyoit bien que la ligne AD s’inclinant toujours de plus en 
plus fur la Directrice BD , le point C approchoit toujours de cette 
Directrice fans jamais y atteindre ; il connoifioit même la ConehÔide , 
mais il rie voyoit pas que c’en étoic là une qui ne différé de la 
précédente, qu’en çe qu’elle cft tout au plus un peu redreflee. 

Npus n’avons en fait de Defcription Organique des Comtes en 
general , & de toutes fortes de Courbes en détail , rien de plus 
étendu, de plus Géométrique , de plus fyftematiquc , de plus fça- 
vant, que le livre que M. Mac-laurin nous» donné fous ce titre. 
C’eft un bel Ouvrage en ce genre. 

J’ajouterai que les Courbes peuvent fe décrire auffi par le Dr- 
veioppement d’autres Courbes* ce qui eft plus beau dans la fpécu- 
lation, qu’utile dans la Pratique. • 

En general même toutes ces Defcriprions Organiques ne font 
bonnes que fur le papier * & à la réferve du Compas ordinaire poilc 
.décrire le Gerçlc.&cdu Compas du Jardinier pour décrire l'Ovale, 
nous n’avons pas d’inftrumcns exacts pour décrire aucune autre 
forte de Courbes. 

Les Mouvemens en font trop compliquez , Sc Tufagc de ces 
Courbes n’eft pas aflèz grand, pour qu’on puillc jamais parvenir 
à leur donner une certaine perfection. 

Une Méthode Organique que je crois la meilleure de toutes 
pour décrire aflèz exactement toutes fortes de Courbes , c’cft celle 
de l' imitation. 

Prenez une lame d’acier mince , flexible, & uniforme * tâchez, 
en la pliant de lui faire prendre la figure de la Courbe que vous 
voulez décrire , chofc qui n’eft pas fi difficile qu’on le diroit bien f 
& puis fervez-vous-en comme on fefert d’une Règle pour tracer 
une ligne droite. 

i°. Defcription Géométrique des Courtes. Cette Méthode vaut 
fans comparaifon mieux que la Méthode Organique , furtout fi on 
la joint avec la Méthode d’imitation que je viens dhndiqucr , &c 
dont j’ai parlé dans la Géométrie compofee au fujet ne la defcrip- 
tion des Scétions Coniques. 

Ce que j’ai dit en ce même endroit de la defcription Géomé- 

Yij 
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r riquc de ces Sections , doit s’entendre ici , principalement leur 
defcription Algébrique » qui confifte à trouver fucceflivement di- 
vers points d’une Courbe , en déterminant (es Coordonnées , par 
le moyen de fon Equation. 

Par exemple , je veux décrire la Parabole Semi-cubique , dont 
l’Equation cft aay = xK Je vois que fuppofant x=* o ,y cft auffi 
= o ce qui fait voir que la Courbe pafle par l’origine des Abf- 
ciïïcs. 

Suppoïànt x s=s a donc aay = 4* , & y = a. Je prends donc de- 
puis l’origine des Abfciflcs, la longueurs, & j’élcvè une perpen- 
diculaire = 4 } Ion extrémité me donne un point de la Courbe. 

Suppofant x = i a, j’ai aay = 84' , &Cy = 84. Prenant donc 14 
depuis l'origine 5 c élevant une perpendiculaires 84 , elle donne 
un nouveau point, 6c de cette manière je trouve aütantde points 
qu’il me plaît , 6c meme auffi rapprochez qu'il me plaît : car je 
fuppofe à mon gré x®|4,ou j<, ou 6cc. 


CINQU ANTE-CINQUIE’ME TRAITE’- 

’ i • "’ ;I - f ’ '*• 1 

Des Quadratures. 


N O U s voici arrivez au plus haut point de la Géométrie j 
6c c’eft proprement dans ce dernier Traité , que nous al- 
lons mefurer gencralement toutes chofes. 

Car, quoique par Quadratures , on ri’cntcndc en rigueur que 
la mcfurc des Surfaces , qu’on égale à des Quarrez. connus, pourlcs 
connoître elles - mêmes ; cependant lorfqu’on parle en general de 
Quadratures , on fous entend les Rectifications qui font la mcfurc 
des lignes Courbes , égalées à des Droites connues , 6c les Cubât ures 
qui font la tnefure des Solides , égalez à. des Cubes : le Rectiligne 
étant l’unique mefure du Curviligne , ou en general , l’unique me- 
fure de toutes chofcs. 

Ceft le Cercle qui a fait confondre ces trois opérations fous le 
fèul nom dwQuadratures. Car à fon égard , ces trois opérations 
n'en font qu’une, tout Cercle pouvant être Quarré 6c Cubé, fi 
on le Rcetinoit ; on Reélifié 8c Cubé , fi on le Quarroit ; ou Quarré 
8c Rectifié II on le Cuboit ; puifque nous avons vû , que tout 
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Cercle eft égal à un Triangle qui a pour un Côté le Rayon 8c 
pour l’autre la Circonférence. 

Si donc on connoifloit la Circonférence , on connoîtroit le 
Triangle entier, le Rayon étant connu; 8c de même connoiflânt 
le Triangle entier, 8c le divdànt par le Rayon , on auroit la Cir- 
conférence 8cc. 

Par bonheur ou par malheur , ces trois opérations font indé- 
pendantes l'une de l’autre dans les autres Courbes. CaronQuar- 
re la Parabole ordinaire, mais on ne la Rcétifie pas , 8c on ne Cu- 
be pas le Paraboloïde. 

On Rectifie la Cycloïde , mais on ne la Quarre pas } on cube 
X Onglet , mais on ne le Quarre , ni ne le Re&ifie , 8cc. 

Ce qu’il y a de fingulier 8c qui prouve bien , que la Quadrature 
du Cercle eft fort fupérieurc à toute notre induftrie, au moins 
jufqu’ici , c’cftque le Cercle eft précifément l’unique caufe, pour- 
quoi ces Courbes mefurables dans une ou deux de leurs Dimen- 
fions , font immcfurablcs dans les autres. 

On quarre la Parabole , mais fans conféqucnce pour le Cercle s 
au lieu que, fi onia Rcétifioit ou fi on la Cuboit, le Cercle (croit 
tout de luite Reétifié , 8c par conféquent Quarré 8c Cubé ; on ne 
Reétifie donc ni on ne Cuire la Parairole. 

Au contraire la Reétihcation de la Cycloïdc eft indépendante 
du Cercle , mais fa Quadrature ne l’eft pas ; on Rectifie donc , 
mais on ne Quarre pas la Cycloïdc. 

De forte qu’il a pafie en Axiome parmi les Géomètres inrelligens, 
que toute Quadrature , tout Problème , Réductible à la Quadrature 
du Cercle , ejt une affaire défefperée , au moins par les -Méthodes 
jufqu’ici ufirées. 

De toutes ces Méthodes la plus étendue 8c la plus expéditive , 

( parce qu’elle eft le réfultat de toutes les autres ) c’eft celle des 
inji/iiment petits. C’eft celle aufli que je fuivrai commuuément dans 
tout ce Traité; j’en indiquerai pourtant une autre, que j'appelle 
la Méthode des injîniment grands ; j’en donnerai même une ébau- 
che fuffifanre par déférence pour un des plus grands Géomètres 
que je connoifle, à qui je l’a vois propoféc , 8c qui m'a exhorté à 
la publier ici. 

Je partage ce Traité en deux livres , dont le premier fera furies 
Méthodes ou les Quadratures en general ; le fécond fera X Applicar 
tien des Méthodes, aux Quadratures particulières. 
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LIVRE PREMIER. 

• : ï ' • 

DES METHODES , OU QUADRATURES EN GENERAL 
CHAPITRE PREMIER. 

Pat Us Infiniment petits. 

ARTICLE PRE M l E R. 

Méthodes d' Exbaufiion. 

• 

j 0 . TT\RtMiEK Principe. Tout confifte ici, à regarder, i*. la 
ligne Courbe ( Fig. 64. ) quelconque ABCD , comme un 
Polygone d’une infinité de cotez BC infiniment petits , ou de 
Points B indivifiblcs, 

i°. Les Surfaces Curvilignes ABDE , comme des amas de Pa- 
rallélogrammes Rectangles BGIH infiniment peu larges, ou même 
comme des lignes indivifiblcs en largeur B H. 

3 0 . Et concevant un Corps Courbe , formé par la Révolution cir- 
culaire de la Surface ADE autour de l’Axe AE , on regarde ce 
Corps comme compofé de Cylindres infiniment minces , ou même 
de Cercles fans épaifïeur , formez par la révolution de chaque 

Ï ctit Rcétangle BGIH, ou de la fimple Ordonnée BH autour de 
II ou de H 

4 0 . Enfin les Surfaces Courbes de ce Corps, comme compofées 
de petites Zones Annulaires , ou de Circonférences fans largeur , 
formées par les petits cotez BC ou par le Point B , dans la révo- 
lution de toute La ligne ABCD , autour de l’Axe AE. 

a°. Second Principe. Dans le précèdent, je viens d’indiquer deux 
manières de prendre les Elemens des Quadratures , ou comme 
Diviftbles félon la Méthode de Grégoire de faint Vincent , ou conv 
me Indivifiblcs fuivant celle de Cavallieri. 

Car , li je prends le Rectangle BGIH comme l'Elément de la 
Courbe ADE , je le prends comme Divifible ; mais fi je prends 
l’Ordonnée fimple BH , elle cft Indivisible. 

La première manière cft la plus vulgaire, d’après M. Leibnis $ 
la féconde cft plus profonde , d’après M. Newton , lequel écri- 
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▼a fit au célébré M. IVallis , lui difoit qu’il n’avoit pû trouver de 
Méthode generale dans l’aftaire des Quadratures , que lorfqu’il 
étoit parvenu à les réduire à la frmplt confidtfmion des Ordonnées -, 
e’eft-#-dire , des Coordonnées : car c’cftainfî qu’il fant l’entendre , 
n’étant pas pollible de rien déterminer , fans le rapport des Abf- 
cifîès & des Ordonnées , dans toute la Géométrie. 

Bn general la Méthode Newtonienne eft plus fîmple & plus 
facile ; mais elle n’a lieu que dans les Quadratures proprement dites 
& les Cubatures j au lieu que dans les Reftif cations , 6e même dan» 
les Quadratures des Surfaces non planes , il faut néccflairement pren- 
dre les Elemcns divifiblcs, 6c par exemple, le côté BC ,6e non le 
Point B feulement , pour l’Elcment de la ligne ABCD , comm<f 
on va voiri Cela an refte ne contredit aucun vrai Principe , 6c fé 
concilie par le Principe general de la Divijibilité Géométrique , 6c de 
l ’ Indrvijtbilité Arithmétique. 

3 °. Procédé general. Il fe réduit à trois opérations. i°. à prendre 
l’expreffion generale de l’Element de la Ligne , de la Surface ou du 
Solide , qu’on veut Re&ifier , Quarrer , ou Cuber. 

i°. Aie déterminer fpécifiqucment, par le Rapport des Coor- 
données , tiré de l’Equation de la Courbe en queition. 

3 °. A l'intégrer. Car on va voir que toute l'Opération des Qua- 
dratures fe réduit à Y Intégration ; 6t l’on doit déformais, avec les 
Géomètres Profonds , regarder comme fynonimes ces quatre cx- 
preflions , Mefurer , Egaler , Quarter , Intégrer. 

' Mefurer , eft le but ufucl j Egaler , eft le terme pratique ; Quar- 
rer , eft le moyen general ; Intégrer , eft la maniéré fçavante. En 
Intégrant , on Egale une chofc à un Quarré, qui lui fert de Mefure. 

4 °. Quadratures Planes. La Formule ordinaire de l’Elcment des 
Courbes Planes ou Plates , cdydx , c’eft-à-dire le Reétanglc BC1H j 
formé par l’Ordonnée Z?H=a/ , & par l’Elcment HI — dx de l’Ab- 
ffciflc AH 

Mais félon M. Newton d’après Cavallieri , cette Formule eft* 
Amplement/. Or on ne peut intégrer/i/v fans avoir fubftitué à/ 
fa valeur exprimée en x , ou à dx fa valeur exprimée en dy. 

On ne peut même intégrer/ fans l’avoir changé en x ; autre- 
ment toutes les Courbes auroient la même Quadrature , ce qur 
n’eft pas. 

Il faut donc évaluer/ parle moyen de l’Equation , par exem- 
ple/ = Ax a j 6c ce fera Ax°dx , ou fimplcmenc Ax° , qu’il faudra 
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intégrer à l’ordinaire, en ôtant dx , fuppofé qu’on l’y ait inutile- 
ment misj en augmentant d’une unité V Expofant de x ; & en di- 
vifant par cet Expofant augmenté: ce qui donne î^r^x■ ,, ' +, pour 
la formule generale de la Quadrature de toutes les Courbes repré- 
fèntées par 7» = Ax‘. 

f. Rétifications. On appelle# route ligne Courbe ABC varia- 
ble , &c fon Elément RC =■ du , dont il faut trouver la valeur. Elle 
fc trouve par/4 47 d'Euclidc , à l’aide du Triangle rectangle infi- 
nitcfimal BGC , dont les Quarrez des deux cotez BG , GC font 
égaux au Quarré de BC j c’eft-à-dire, du 1 ~ dx 1 -i- dy l , &c du 

\Zdx l ~\-df , qui eft la Formule generale de l’Element des Recti- 
fications. De forte qu’il n’y a qu’à fubftitucr , au lieu de dy l , fa 
valeur tirée de l’Equation de la Courbe qu’on veut rectifier , & 
intégrer enfuite le réfultat. 

Par'exemple, pour rectifier la Figure quelconque dont l’Equa- 
tion cft^ = at”, il n’y a qu’à la difFérentier, pour avoir dy=nx‘~ l 
dx , dont le quarré cft dy l =s nnx 10-1 dx 1 ; ce qui change la 
Formule du 1 — dx 1 — f dy x en du 1 == dx 1 -+ nnx""*dx l => dx 1 x 

1 — nnx ,a-1 , dont la Racine cft du = dx x ^ 1 — f nnx "~ l , qu’il 
faut intégrer. 

Cela n’eft pas facile, à moi ns qu’on ne fuppofe n => 1. Car aie rs 

du = dx 1 -+ 1 =adxy î ; car nnx’"*~ % = 1 x°==s 

Or , il eft facile d’intégrer dxÿ x ,ôC l’intégrale en eft xy' x—*i 
ce qui fait voir que la ligne ABCD cft une ligne droite qui fert 
d’Hypothcnufc à un Triangle Rectangle lfofcele AED -, choie 
dont la fuppofition même dc^ s= 3 jf n = .v I nous inftruifoit d’abord. 

Mais j’ai voulu me fervir de cet Exemple facile, pour donner 
tout le procédé des Rectifications , lequel eft general pour les droi- 
tes comme pour les Courbes , SC a bien des embarras de Calcul , 
lorfqu’on l’applique à de vraies Courbes. 

6°. Quadratures des Surfaces Courbes. La ligne ABCD, loit 
courbe foit droite , tournant autour de l’Axe AE , 8 c décrivant 
une Surface Courbe , chaque petit côté BC , décrit une Zone ou 
Anneau autour de HI. 

Pour évaluer cet anneau , il faut remarquer , que le Rapport de 
la Circonférence circulaire à fon Rayon , elt un Rapport confiant , 
c’eft-à-dirc le même dans tous les Cercles; celui qui a un double, 
triple ou fous-double , fous-triple Rayon , ayant une double ou 

fous- 
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fous-double , triple ou fous-triple, en un mot une cquimultiple 
Circonférence. 

Cela fuppofé , pour trouver la Circonférence décrite par le 
point B extrémité du Rayon HB =y , il n’y a qu’à faire une Règle 
de trois , R : C : : y : u d oit Ru = Çy , & u = -,y : ce fera la 
Circonférence cherchée , qu’il faut multiplier par B C = du=s 

\/ dx x -+ dy x pour avoir la Zone formée par ce côté , dans fa ré- 
volution autour de HI. 

Ainfi la Formule generale de cette Zone, ou l’Element de la 
Quadrature de toutes les Surfaces Courbes, convexes, ou conca- 


ves , fera ’-f \ dx x -+ dy l , qu’il n’y a plus qu’à intégrer , après avoir 
fubllitué à 7 & à dy x , leur valeur en x , tirée de ï’Eauation de la 
Courbe dont on veut intégrer la Surface Courbe de fon Conoïde. 

De toutes les Quadratures c’eft ici l’Opération la plus haute , 
& comme on voit la plus compliquée * car les Cubatures n’ont 
rien qui en approche. 

7 0 . Cubatures. Il faut évaluer le Cercle décrit par l’Ordonnée 
HB — y; or fa Circonférence eft c - y , & tout Cercle eft la moitié 
du produit de fon Rayon par fa Circonférence : donc \jy eft la 
valeur du Cercle en queftion , ScYElcment de toutes les Cubatu- 
res. De forte qu’il n’y a qu’à fubftituer à yy fa valeur, & à l’in- 
tégrer. 

Cela s’applique aux Rcétilignes (ans difficulté , &c même com- 
me il convient, avec moins de difficulté; par exemple aux Paralle - 
pipe de s , aux Cubes , aux Prifmes , aux Pyramides , aux Polyèdres de 
toutes les fortes, en les concevant compofez de Triangles , de 
Quarrez ou d’autres Polygones femblables 8c Parallèles , entr’eux 
8c à leurs Bafes. 

Et alors le Rapport ^ étant connu , parce que la Circonférence 
eft Reétilignc, on peut le fupprimer , c’eft-à dire le fuppofer — 
1 , ou même =* a, & on aura ayyoayy pour l’Element de tout 
Solide Rectiligne. 

Mais il y a une diftinélion à faire entre les Solides uniformes donc 
cous les Elcmens font égaux, comme dans le.Parallefepipedc, le 
Prifme, le Cube, ou meme le Cylindre, dont tous les Parallélo- 
grammes, Rectangles , Quarrez, Triangles, Polygones, Cercles 
Parallèles à la Bafc, font femblables 8c égaux, 6c entre les Solides 
non uniformes & émincez en Poincc , comme la Pvramide , le Cô- 
Tome II. Z 



17 S Géométrie Transcendante. 

ne , &c , dont tous les Elcmens femblables à la Bafe , ne lui font 

f ias égaux , & vont toujours en diminuant. Car alors yy qui eft 
a formule de ces derniers , fc change en au pour les premiers. 

Pour les uns 8c les autres, il faut remarquer que yy =*yydy oti 
y x x y ° , 8c que de même aa*=aady, ou = Or l’intégrale de 
aady ou aay° eft aay , qui fe change en a x ou aab, félon que le fo- 
lidc en queftion eft un Cube, ou un Parallélépipède dont la lon- 
gueur b n’égale pas les autres dimenfions a. 11 pourroit même être 
abc , &ion Elément abdy ou aby ° , fi aucune de fes dimenfions n’é- 
toit égale aux autres. 

Mais lorfquc c’eft une Pyramide ou un Cône , dont l’Elément eft 
yy ou yydy, Ion intégrale eft \y*. Ce qui démontre ce que nous avons 
vu ailleurs fans démonftration , que la Pyramide eft te tiers du Cu- 
be , du P ri [me , du Parallelepipede de meme Bafe ér Hauteur. 

Car au refte toute Pyramide , qui auroit les trois dimenfions 
inégales , &c par conséquent fon Elément xy , pourroit toujours 
être conçue comme réduite à une Pyramide égale dont toutes les 
dimenfions feroient égales , 8c tout Re&angle xy peut être changé 
en xx , ou yy quarré. 

8®. CtmpUmeut des Quadratures. Lorfqu’on diffèrentie une 
quantité a-+x moitié confiante , moitié variable, on trouve dx 

Î our fa différence, la même que fi on avoir diftérentié la feule x. 

.ors donc qu’on intègre dx ,on n'a pas de Règle fûre pour l’inté- 
grer en x ou en a-H-.v. 

Un exemple réel de ce défaut du Calcul intégral , nous eft fourni 
par l’Hyperlxile rapportée à fes Afymptotes, dont l'Equation étant 
xy = ab , ou xy = 1 , la différentielle eft xdy — f j/dx = o. 

De forte que fi cette différentielle fe préfèntoit à intégrer pour 
la Quadrature d’une Courbe, il manqueroit évidemment quelque 
éhofe : mais comme il n’y peut manquer que quelque cnofe de 
confiant, il eft facile de le découvrir, 8c d’y Suppléer par diver- 
fes induftries , dont la principale confifte à fuppofer dans une 
intégrale trouvée, x ouy — o , en ramenant la Courbe à l’origine 
des Âbfcifll’S ou des Ordonnées. Car alors fon Aire doit être aufiî 

Si l’integrale en queftion eft, par cette fuppofition, rcnduë= 
O , elle eft complète t finon , clic a de trop ou de trop peu , tout 
ce qui fubfifte de confiant avec les Signes -+ ou — : 8c , comme 
ce trop ou ce trop peu fe manifefte exactement par-là , il n’y a 


Digitized by Google 



Des Quadratures. 179 

qu’à l’ajouter à l’intégrale incomplète , ou l’en ôter , afin que la 
luppoficion de x ou de y = o , rende aulli l’intcgralc &. l’aire 

O* 

9°. Méthode inver fe des Tangentes. Je ne change pas les noms, 
fans quoi j’appellerois ceci , la Méthode inverfe des Quadratures , 
ou le Retour des Quadratures , ou plus généralement la Communi- 
cation des Attributs des Courbes. 

Rien n’eft plus beau , & ne fait mieux voir la generalifation 
des vues à quoi la Géométrie eft montée , que cette Méthode , 
qui confifte à retrouver toutes les proprictez des Courbes par le 
moyen d’une feul» donnée; à retrouver, par exemple , l'Ordon- 
née par le moyen de la Quadrature , de la Cubaturc , ou de la 
Rectification , de la Souftangente , de la Sousperpendiculaire , de 
la Développée &c, & réciproquement , 8cc. 

Or, on conçoit d’abord la poflibilité &i même la facilité de tout 
cela , n’y ayant qu’à différenticr la Quadrature , ou , en un mot, 
à façonner un peu les Formules pour les changer l’une en l’autre. 

Par exemple, j’ai Ax" pour la Quadrature d’une Courbe, foit que 
je la prenne à ma fantailîc, ou qu’elle me foit donnée par les con- 
ditions d’un Problème; je veux trouver cette Courbe, fon Ordon- 
née , fes Tangentes , fon Equation , &c. 

J'en prends l’ Elément »*4.y“~‘</.y que je fuppofe = 7 ^ Elément 
general de toutes les Quadratures. Donc nAx°~' =y eft l’Equa- 
tion de la Courbe, qui exprime le Rapport des Coordonnées. Or, 
lorfqucj’ai l’Equation d’une Courbe, j'en trouve facilement tous 
les Attributs. 

Autre exemple. J’ai la Souftangente d’une Courbe ix ; je l’égale 
à la Formule generale ^ de toutes les Souftangcntes, d’où je tire 
îxdy = ydx , qui eft l’Elément de la Quadrature de cette Courbe; 
Irais l’affaire eft de changer dy en dx , ou comme on dit , de feparer 
les changeantes: os jc'nc le puis, ne connoiffànt pas^ , c'eft-à-dirC 
fon Rapport avec .y. 

Pour parvenir à cette connoiflancc , j’ufc d’indu ftrie, & je fup- 
pofe dy = x"dx. J’ai donc y dx — î.yx.yV.v = ix‘ _+ V.v : d’où je 
tire7= îx* - *" . ; , 

> ■ ^ tx ^ n dr 

Je la différcntic, & j’ai dyt= 1 -f n x ix’</x, 5 c 

= •== =^=—= . Or eft la Formule delà Souftan- 

i-r-nxn' 1 «H-nxi 1- *“ ' 

Z ij 
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gcntc, Sc cette Souftangente étoit = tx. Donc _L_ = tx , 8c 

= I , 6C I=ai-+I»,êc — I = 1 0 , ÔC — ;=:/». 

*-fn , , 

Donc ydx = ix "* a dx = ix * dx =* xx ' dx -, 8>c enfin y => 
x , Ôc yy b ix , qui cft l’Equation à une Parabole dont le 
Paramétré p=>\. Ce qu'il falloit trouver , 6c ce qui fuffit pour 
l’entier éclairciflèment d'une fi belle Méthode , 6c pour l’accom- 
pliflèmcnt de l’Art des Quadratures far Exhauftion. 

ARTICLE IL 

Quadratures par Approximation. 

J Usqu’iCI nous n’avons parlé que d’une forte à' Approxima- 
tion , que j’appelle Pratique dr u fut lie , pour la diftinguer d'une 
autre Efpcce , que {'appelle fpeculative & purement fcientiftque. Et 
conformément à cette diftinttion , j’en ferai encore une autre en- 
tre les Quadratures ahfolues & directes , 6c les Quadratures Hypo- 
thétiques & indirectes. 

J’appelle Quadratures abfolu'ès & directes , non-feulement celles 
qui fc font par une Exhauftion exaéte, mais même par une Appro- 
ximation , luffifante pour la Pratique 6c l’Ufage j & Quadratures 
Hypothétiques , celles qui ne fe font ni par Exhauftion ni par Ap- 
proximation, mais quife feraient , fuppofé que d’autres fiiffènc 
poflibles. 

Par exemple , c’eft quarrer Hypothétiquement 6c indirectement 
l’Ellipfe, que de montrer qu’elle eftla moitié , le tiers ou enfin 
une Aliquote déterminée du Cercle. 

Et voilà ce que j’entends aufli par une Approximation fpeculative. 
Car, dans les Approximations Pratiques on’Quarre , on Mefure 
une chofe réellement, à très-peu de chofc près ; mais ici on ap- 
proche d’approcher , on approche de ce qui approche. 

Ce n’eft pas au refte qti’on ne ptiiftè approcher directement ou 
immédiatement de la Quadrature de toutes fortes de Courbes , 
puifqu’on peut prendre la valeur de leurs Ordonnées^ , 6c les mul- 
tiplier par dx. Or ydx eft l'Elément de toutes les Quadratures, 
6c dès qu’on a un Elément quelconque, on peut le convertir en 
Série , 6c en intégrer les termes à l’infini. 
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Mais cela n’eft bon que pour l’ufage des Arts ou de la vie , où 
ii importe quelquefois de mefurer ,1e plus exactement qu’il eft 
podiblc , une figure qui fe préfente. 

Encore même dans cet ufage , on s’en tient allez aux Métho- 
des ufuelles de la Géométrie iimple , 6c le plus fouvent à celles 
qu’infpirc à tout Efprit raifonnable, la Géométrie naturelle d’ex- 
périence 8c d’mftinct. Tout ceci n’eft donc que de furerogation , 
pour la fpéculation , 8c tout au plus pour la perfe£tion 8c la fatis- 
iaétion de l’Efprit , qui aime à fc faire des Points de vûë élevez 8c 
étendus. 

Nul n’eft plus étendu que celui-ci. Les Géomètres 8c peur- 
être M. Newton lui fcul , non content d’avoir trouvé des Mé- 
thodes &t des Formules generales pourquarrcr,prcfquc d’un trait 
de plume , toutes fortes de Courbes , exactement ou très-à - peu 
près, a imaginé de nouvelles Méthodes pour la Comparaifon , la 
Transformation , la Rédu&ion des Courbes 8c de lctirs Quadra- 
tures, les enchaînant l’une à l’autre avec une relie fubordination , 
une telle dépendance , qu’il n’y ait plus qu’à en Quarrer une feule , 
pour Quarrer tout de fuite toutes les autres. 

Je l’ai déjà dit , rien n’eft fi beau dans les Sciences que la Com- 
paraifon , la Gencrahfation 8c la Réduétion ; 8c c’eft avoir Quar- 
ré des millions de Courbes , que d'avoir montré que leur Qua- 
drature dépend d’une feule. 

Celui qui ayant cent chofes à faire , n’en a plus à faire qu’une 
déformais , 'en a, je penfe, fait quatre-vingt-dix-neuf. En faitde 
Quadratures , les chofes en font à ce point , qu’on peut allez dé- 
montrer ou du moins fe démontrer à foi- même 8c le convaincre ; 
que le Cercle une fois quarré, on quarreroit à peu près toutes les 
autres Courbes. 


Trois grandes Méthodes, toutes trois de l’invention , prcfijuc 
uniquement de M. Newton , nous élevent jufques-là. Deux de ces 
Méthodes s’appellent lèlon lui la Transformation 8c la Comparai- 
fon , 8c la troiuéme qu’il enveloppe dans les autres , 8c qui mérite 
d’en être bien diftinguée , je l’appelle, la Méthode de Combinaifon. 
Car du relie ces trois Méthodes bien prifes n’en font qu’une , 

3 ui eft la Méthode de Genera/iftiion , de Réduction , en un mot , 
Invention. 
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I- 


Méthode generale four la réduction des Qjtadratures. 


O N ne peut pas douter , que toutes les Courbes n’ayent de 
fccrets Rapports cntr’ellcs 2c avec le Cercle , dont elles ne 
font toutes que des modifications, comme il cft viiible par l’Ovale, 
la Parabole , l'Hyperbole , 8c une infinité d’autres. 

Or, pour découvrir ces Rapports, nous n’avons point de meil- 
leure voyc , que de comparer , 8c furtout de transformer ces Cour- 
bes , en un mot de leur faire prendre mille formes differentes. 

Car, chaque nouvelle Forme que nous donnons à une Courbe 
déjà connue ,eft une nouvelle Courbe que nous connoiffons par- 
la. Or la Forme d’une Courbe cft décidée par les Coordonnées, 
6c c’cft furtout par-là que nous avons accès dans la nature intime 
des Courbes. 

Heureufcmcnt ces Coordonnées exprimées par des Formules 
Algébriques , fe prêtent à une infinité de Transformations, de 
Combinaifons , 5c de Comparaifons de toutes les fortes , 8c il n’cft 
prclquc queftion que de reiaffer des x 8c des^ , par Addition , 
Souftraébon , Multiplication , Divifion , 8c par toutes les opéra- 
tions les plus vulgaires de l’Arithmctique. 

■ De forte que le plus mal habile homme , pourvu qu’il ait la 
Tontine , cft à même de faire des Découvertes dans ce genre. Il cft 
pourtant vrai que les Grandes Découvertes ne font pas du reflort 
d’un mal habile homme , 8c que chaque Ouvrage eft marqué au 

Coin de l’Ouvrier. 

• * 


I I- 

Méthode de Combinaifon. 

C ’Est ce que j’ai appelle ailleurs Façons cTErjuations. Tout 
confiftc en effet , par les différentes Réglés du Calcul , à 
façonner une Equation ou une expreffion Algébrique de tant de 
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maniérés , qu’à la fin on la réduife à quelque chofe de mieux connu , 
ou de rclarit à quelque chofe de mieux connu. 

Car, fouvenc les chofcs ne font difficiles , que par la Forme 
Etrangère, fous laquelle elles fe préfentent. Or c'ell le grand ta- 
lent de l’Algebre d'envelopper les chofes, & de les mafqucr ; mais 
auffi elle a le talent de les démafquer & de les développer. 

Par exemple, un Commençant auroit peine à rcconnoîtrel’E- 

lcment dx y irx — xx =ydx de la Quadrature du Cercle s’il Ce 

préfentoità lui fous cette forme xy/ irdx 1 — xdx 1 , ou fous celle- 


ci xdx\/ ir x ~ l — I = ydx , ou fous cette forme generale bxdx 

y/ ax° — b , ou même gx K dx xa — bx\ 

C’eft pourtant toujours le même, & je m’en vais le faire com- 
prendre; en faifant toutes les combinaifons qui défigurent ainfi cet 


Elément. 


Je fuppofe dxy irx — xx=sz. Donc dx'-x irx — xx 
Or irx — xx ~x x ir — x. Donc xdx' xtr — x =zx.. 

Et reprenant la Racine , on a .y’” dxy/ ir — x = z, ou x"* 

— — — — i:t 

dx x ir — x = a , en fe fouvenant que la Fraction i peut fè 
marquer comme un Rapport 1 : a , & qu’ainfi x ,:i = y* & 

-i HX 

V ir — x—ir — x. Or x'" dx x xr — x=sapeut fort bien 

P 

être repréferité en general par gx m dxx* — bx n = z. en fuppofant 
£=i ,m=i : 1 : 1,»= 1 ,a= »r , b = 1. 

■ J" — "" ’ 

Reprenons xdx'x 1 r — x =«, pour le façonner encore; fai- 
fànt donc la multiplication de xdx 1 par ir — x , nousavons 1 rxdx 1 

— x l dx l = zz, SC divifant & en même-tems multipliant parx% 
ce qui ne change rien fi ce n’eft dans l’cxprelfion , nous avons 2 a 
= K * irxdx 1 — x l dx l , qu'on peut changer en x 1 x dx 1 — 

dx 1 , en x 1 x irx~' — dx 1 , ou en x i dx 1 ix irx~ l — i=s; S) 

dont la Racine quarréq cft xdx x y irx~‘ — 1 ou x \/ 1 rx~'dx'~ . 

— dx 1 = a, & par conféquent =s dx y' irx — xx. 

Ce font les Signes Radicaux , qui occafionnent toutes ccsconv- 
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binaifons j 8 c, pour aller au Principe, il faut remarquer qu'une 
quantité fous le Signe , ne vaut que la Racine ou 1a demie puif- 

fance hors du Signe , c’cfl-à-dire , \/ xx~x-, de forte que pour en- 
gager une quantité fous le Signe , il faut l’élever à fa puiflànce , 8 c 
pour l’en dégager il faut l’abaillèr. 

J’ai par exemple, hx\/ ax l , dans laquelle il y a un x hors du 
Signe , & un autre fous ic Signe. Si je veux engager celui-là je dois 

lc changer en x 1 , & j’aurai ax* = bx\/ ax l -, fi je veux dégager 

J’autrc, il faut changer* 1 en x, 8c j’ai bx 1 ^ a. t 

De même xx\ ^ a -+bx , le change en x^ax 1 ~+bx' ,en faifant 
palier x charigée en x 1 , fous lc ligne : 8c de même , divifant ce qui 
cil fous le Signe par x 1 , 6c multipliant ce qui eft dehors par x , j’ai 

xx\/a -+ £x changé enx'^/ax 1 — f bx~‘ 

Il n’y a qu’un ptu d’ufage 8c de refalïèment de tout cela , qui 
puillc en rendre l’intelligence bien lenfiblc ; mais ce n’eft ni dans 
une première ni dans une fécondé lecture de cet ouvrage, qu’on 
doit penfer à fc donner cette routine. La routine de voir tout cela, 
doit précéder celle de le manier , 8c l’œil doit s’y familiarifer avant 
les doigts. 

Et puis quand on n’y feroit que pour un coup d’œil fpéculatif, 
8c qu’on laillcroit tout lc grifonage aux Sçavans de métier , le 
mal ne feroit pas grand. A une perfonne de condition ou d’un 
goût 8c d’un genie élevé , il fuffit d’entrevoir à peu près toutes ces 
lublimes minuties. 

J’avertirai feulement que , pour aller pas à pas au commence- 
ment, on doit prendre la voye de l’Analyfe, ÔC faire difparoîtrp 
les Signes , pour combiner enfuite à loifir les quantitez toutes dé- 
baraüecs , fauf à ramener le Signe à la fin de l’Opération. C’efl: 

ainfi que j’ai , il n’y a qu’un moment , fuppofé dx y/ îrx — xx s= 

z,, ce qui m’a donné dx 1 xirx — xx=*zjt, 8cc. 

Quelquefois par cette Méthode , on réduit une différentielle 
donnée en deux ou plufieurs, dont les intégrations partielles don- 
nent la Quadrature complçte d’une courbe. 

Par 
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Par exemple $ fi j’avois à intégrer 5jx-t-*_jjx t Je remarquerois 

qu’on peut la changer en-' - ** x”dx , dont la première partie cft 

l’Elément d’une Hyperbole dont l'Equation eft^*" =5 1 , cequi 
donne jdx*=. & dont la féconde partie cft l’Elément d’une 

ParaboIc^=» x a , ce qui donne ydx = x°dx. De-là je concluroir 
que la Courbe en queftion , a pour fon aire , les deux Aires para- 
bolique & Hyperbolique , réunies enfemble , dont l’intégrale cft 

fdon les Régies de l'Art, précédent •.+» t 


III 


Méthode de Transformation. 

E N rigueur la Méthode précédente cft une Transformation, 
puifque c’eft un changement de Forme. Mais comme ce 
changement ne tombe que fur l’expreflion , & qu’il n’eft qu’appa- 
rent , M. Neuvvton a réfervé le nom de Transformation à celle 
qui tombe fur la chofe même. 

Il apprend donc à transformer une Courbe en une autre 
qüi, fans lui être femblablc , lui cft égale par l’Aire. Sa Régie cft 
fondée fur ce Théorème qui eftle7*de l’Excccllcnt Traité des Qua- 
dratures. 

Que les Quadratures ou les Aires des Courbes font égales , lorfque 
leurs Ordonnées drlcs Fluxions ou différences de leurs Abfcijfes , font 
réciproquement proportionnelles. 

La Démonftration de ce Théorème dépend de cet autre de la. 
Géométrie fimple , que 

Les Re fl angle s font égaux, lorfque leurs tâtés homologues font en pro- 
portion réciproque , & que celui qui , par exemple, cft deux ou 
tant de fois plus long , eft deux ou tant de fois moins large , 
les deux dimenfions fc compcnfant réciproquement avec juf- 
tefle. 

Car l’Elémept d’une Coutbe peut être regardé &c cft commu- 
Tsmc II. A a 
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némcnt regardé comme un Rc&angle BHlG^ydx (Jîg. précéd. 
64.) qui a pour longueur l’Ordonnée, &i pour largeur l’Elé- 
ment de l'Abfciflè. Et du refte il n’y a pas de doute que de* 
Eléments égaux n’ayent des Intégrales ou des Quadratures égales. 

Je préviendrai ici une objection , que des Lecteurs protonds 
jufqu’à un certain point , pourroicnt faire. Selon Cavsllieri adopté 
ici par M. Newton , & par nous, on peut regarder l’Elemenc 
d’une Courbe, comme une ligne indivifible, comme l’Ordonnée 
fimple , &. tèdmteydx k y. 

Donc transformer un Elément en un autre , c’eft transformer 
une Ordonnée en une autre -, or transformer une ligne en 
fon égale , ce n’eft pas la transformer , c’elf la changer de pla- 
ce tout au plus, c’elt prendre une ligue égale à une autre Ji- 
g nc< 

L'Objection mérite une bonne Réponfej je ne me contenterai 
pas dédire , ce qui peut être fuffiroit , que dans divers point de vue 
on peut prendre la même chofc, comme divifîbleôc comme în- 
diviiiblc , & que c’ell ici le lieu de prendre l’Ordonnée comme un 
Re ctangle qui a la large ur. 

Pour réloudre pleinement l’objeétion au gré de tous les cfprits 
& même des imaginations, je l’adopte, maison l’expliquant. Oui, 
pour transformer une Courbe cti une autre égale, mais non fem- 
fclable , il fuftit de transformer l’Ordonnée en une Ordonnée égale, 
mats }’a)oùzc non-fcmbtable auflî. 

La lettre^ repréfente généralement toutes les Ordonnées de 
toutes les Courbes, Seydx tous les Elémcnsdc leurs Quadratures * 

mais dans la Parabole cer y cft = Vp x > dans l’Hyperbole =“, 

dans le Cercle, y/ irx — xx &c. SC de même xdx eft très-diffé- 
rent dans diverfes Courbes. 

De foi , qui dit Ordonnée ouy , ne dit rien : toutes nos grandeurs 
font des rapports, & par Ordonnées nous fous-entendons des Coor- 
données j Se. y dit la meme chofc quey : x , c’eft-à-dirc , le Rapport 
quelconque dey A x 

Et voilà pourquoi on n’integre tpzsydx , ni même x , mais par 
ex cmpl" , dx \/ px dans la Parabole , dans l’Hyperbole; dx 

Tx — xx dans le Cercle ; en uo mot on intégré/ , non Abfoln* 
Trtcnt mais relativement kx. 
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Et il faut de même ttansformer / relatif d’une certaine maniéré à 
x , en / relatif d’une nouvelle manière à x 5 il faut transformer 
l’Ordonnée en une Ordonnée , non abfolument mais relativement 
égale i en un mot il faut transformer le Rapport de/ à x en un autre 
Rapport de/ à * , ou plutôt de/ à dx. 

Soit l’Elément jdx = dx\^ x, ou plus généralement foit l’Or- 
donnée fimple/ = \/ x , que je veuille transformer en une au- 
tre refpcétivement égale , c’eft-à-dire , qui appartienne à une 
Courbe d’une Aire égale j je fuppofeà ma fantailîc l’AbfcilTe de 
la Courbe cherchée , ou fon Rapport avec x , exprimé par x 
=>z n , 8c je fais la Régie de trois inverfe dx. : dx ::/ , on \é x : 

» } cet u cft l’Ordonnée cherchée -, j’ai donc udz = dx y'x ,Scu 
dxVx 
= dz ' 

Or dx = nz°~' dz. Donc « = «*—* JtVx — . nz a ~' \éx = nz*~' 

dz 

V ** : mais V'*"==2'” îl , car»:i=^. Donc Or 

» — = — 1 =’-r — i=-~’=sj » — i : 1 . Donc 

« = nz v — * *= * \/ z *™ . 

Cet Exemple luffit pour faire comprendre la chofe , 8c mê- 
me pour apprendre à la pratiquer. Ceux qui en voudront da- 
vantage & de plus compliqués, n’ont qu’à les prendre chez M. 
Newton , qu’ils me difpenlcront de copier inutilement j puifque 
voilà la chofe en entier , au moins pour la fubftancc. 


IV. 


Méthode de Comparaifon. 

I L n’cft pas queftion ici des Courbes qu’on peut facilement 
quarrer par les Méthodes de Y art. précède mais de celles qui 
ne lont en effee fufceptibles que de Quadratures Hypothéti- 
ques. . 

A la vérité cette Méthode s’étend à tout ; mais cela mêmeprou- 
vequ’cllc n’cft bonne que pour la Théorie, ou dans les cas de 
Pratique qui fe refufent aux autres Méthodes. 

A a ij 
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Or les cas rebelles fon ceux ou le Signe radical enchaîne une 
quantité complexe ,^commeda nl l’Elemeot de la Quadrature du 

Gerol tydx =dx y/ irx xx. 

Car on intégré bien irxdxearx 1 ,ou même^x )/irx=x'- l dx 
\/7r en 1 x’> !l , parce que le Signe radical }/ x le convertit faci- 
km ne en uni «preffion Arithmétique i ou i : x qu’on peut 
augmenter d’une unité félon la Régie, ce ou. fait T -f « 
“.!• ce enfin on peut divifer par cet expiant , A.C. 

Mais lorfque la quantité radicale cft complexe , on ne peut la 
dégager du Signe ni lintegrer que par une faute infime , qui eR 
à pcifprès comme lï on donnoit àun homme tout 1 or du monde, 
à condition qu’il n’en auroit qu’autant qu’il en t.rero.t à travers le 

tr °Pour î Tcfaue une jufte idée de cette difficulté , car il faut fçavoir 
quelles choies on ignore, pour Ravoir cxaûement celle s qu on 

fçait. Il faut donc remarquer que , fi on avoir à intégrer dxxj-+x. 
ü faûdroic avant tout éiever a -+x au quarré a* -+ i*x -+ xx .in- 
diqué par fon expofant i, pour avoir sadx -+ xaxdx -*■ xxdx , 
êi intégrer chaque tccmc en détail , ce qui donne aax -i - ax 


j •* •. % 

Caron n’a pas de Réglé pour intégrer </xxa-+x en bloc. En 

effet comment s’y prendroit-on ? augmente roit-on 1 cxpolantx 

d une unité pour avoir 3 . par lequel on divifcroit.? Maison auroit 

donc l'integrale i x .qui bien lurcmcnt n'cft pas la vraye , Corn- 
ac on le voir en la comptant avec la précédente , & comme on 
peut s’en convaincre en la différenciant.. 

11 faudroit donc po ur intégre r le Cercle , repréfente par dx 

V irx—xx qui cft ix* x rx—xx"! commencer par élever xrx-p 
tex à la Puiflànce ou demie Puiflànce i : z ceft-à-dire la 

füire palier parla filière , la faire filer a 1 infini. 


Car de vouloir intégrer V irx — xx en entier , oa même 
chacun defesdeux termes en détail , c’eft s’expofer à manquer le 
coût en courant aux parties, ou à manquer les Parties en courant 
au tout. 

On ne peut intégrer ce qu’on ne connou en aucune lotte j. or 
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on ne connoîc en aucune forte \f îrx — xx , ou fi on la con- 
noît , ce n’cft que dans le détail infini de fes parties , feul point de 
vue où on puiffe l'integrer; mais en rigueur une intégration impar- 
faite n’cft pas une intégration. 

On me dira que, toute inconnue qu’eft trx — xx on peut 
bien l’ajouter , la retrancher , la multiplier , ta divifcr , la trans- 
former même, comme nous avons vû,enx 1!l v^ ir — x. 

A quoi je pourrais répondre féchement félon le droit de la Géo- 
métrie , que la pofGbilité de l’un ne prouve rien pour l’autre, Sc 

qu’en un mot c’cft un fait qu’on peut ainfi façonner ÿ irx — xx, 
fans pouvoir l’integrcr. 

Mais je n’aime pas à trancher les difficultés, & je ne le dois pas 
même , dans mon dcflcin de mettre tout à la portée de tout le mon* 
de. Rien n’eft même plus profond que le point de vue où cette dif- 
ficulté nous préfentc la chofe , & rien ne mérite mieux par confé- 
quent d’être développé. 

Il faut le faire une idée moins fnperficielle de l’intégration qui 
fait palier les chofcs du fini à l’infini. Car la facilité avec laquelle 
on intègre, par exemple; Jxen x , îxdxc n xx , permet jufqu’ici 
à bien des efprits de méconnoître la hauteur de ce Pacage, dans 
lequel les choies changent réellement de nature. 

C’eft la nature en effet qu’il faut ici contempler. Ce n’eft pas 
par une fimplc addition, ou comme on dit par une appojition on 
juxta-pojition de parties; qu’un arbre, un Animal reçoit fon in- 
tégration , fon accroifTement naturel & fpécifique ( c’cft comme 
on dit par intus-fufeeption , par une cfpéce d ’ infiltrxiioa , de 
nutrition intérieure , que toutes fes parties s'approprient la 
fuc de la Terre , en le convertifiant en leur propre fubf- 
tance. 

Et voilà pourquoi on ne peut intégrer \fir— xx en bloc , & 
qu’il faut pénétrer en quelque forte dans fon intérieur, & par- 
courir tout le détail de les parties , développées par une Sérié qui r 
malhcurcufement , eft infinie pour nous , qui fommes finis par rap- 
port à elle. 

Il eft donc impolfible d’integrer y' irx — xx , & à plus fotv 
te raifoo y/ irx> — x* , & encore plus ^irx — x 1 qui eft la r»- 
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cine qitarrée ou féconde du Cube ou de la troifiéme Puiflance de 
xrx xx : car voilà les deux Formes qu’on peut donner à la Ra- 

cine de cectc quantité complexe. 

On peut élever plus haut chaque terme, de deux unités j ce 

qui donne \/irx — #x , V — * 4 V irx<—x\, &c. à l'in- 
fini . ou bien élever plus haut, de deux unités aufii, le coma 

nlexe des termes , ce qui donne une autre fuite de Courbe» 

Y f 1 S~r - — - r 

\ irx — xx , y îrx — xx , y/ trx — xx , &c. 

Or ne pouvant intégrer nlqaaxtcr ab/o/nmcni aucune des Cour- 
bes dont ce font-là les Elemens, on peut les quarrer toutes Hy 
pothétiqucmint, en fuppoihnt la Quadrature d’une feule d’entr’elles. 

Pour en venir à bout, il faut d’abord parla première Métho- 
de, combiner V îrx — xx fous ecte forme y' xx\/ i r — at , on 

x 111 , i r — x en faifant paffèr x hors du Signe complexe : & 
repréfentant cetre forme d’une maniéré indéterminée , on aura 

4 x m x b — ex , ou même ax m K? , qui cft la vraie forme Newton- 
nicnne , dans laquelle <* = i , ou =à toutCoëfficicnt connu de 
cet Elément , é= ir , e — i , ou à tout autre Coefficient, » 

i . — ■ i • ? v ou tout autre Expofant, p — à l’Expofant radical 

de la quantité complexe , & K =6 — ex. 

Et en fuivant l’Analogie , on aura V — x ♦ =x ,:1 * 

ar , x = — x = dx ni -+ > x K p . 

Et à l’infini on aura cette fuite d’Elémcns ax^'K*, èx n ~* 

Kp, ex m Kr, ex m-+ 1 K* , r.v«n- +1 K?, &c.où K? = ir — x 
eft toujours la même quantité complexe fous le même Signe ra- * 
dical/>=jou mêmc=j , ou à tel autre radical , pourvu qu’il 
foit toujours le même dans toute la fuite des Courbes. 

Au lieu que l’Expolant de x hors du Signe croît ou décroît 
continuellement d’une, ou fi on vouloir de pluficurs unités , pour- 
vu que l’accroiiïement ou Icdécroidcmcnt dem foit toujours uni- 
forme, tandis que^ cft immuable. 

Maisauffion peut rendre m immuable, & faire croître p uni- 
formément, ce qui donne la fécondé fuite ax m K * , bx m K t~+ *, 
ex m K r 1 &c : ou ax m K r , bx m K T ' 1 , ex m Kf* &c. Voilà deux 
chaînes de Courbes, dont les quadratures font tellement dépen- 
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dantes , que fi on en quarre une feule de chacune, on peut 

S narrer routes les autres en montant ou en defeendant à lin* 
ni. 

Or cette forme x m K p cft univerfclle , 6c K p peut repréfen- 
ter rion-fculement le Binôme , c’eft-à dire , le Complexe des deux 
termes a — ou ~+bx , mais encore le Trinôme de trois termes «H- 
bx —f cx x , le Quadrinomc , 6cc. 

Seulement alors il faurconnoîtrc deux Quadratures ax m Rf , 8c 
bx m .~+ x K p pour trouver celle de «m-+4 K p , lorfque K* tft un 
trinôme ; il en faut trois, lorfque c’elf un Quadrinomc,6cc. 

On peut aulli former des chaînes de cette forme ax m Rt Li dans 
laquelle JD repréfentfc iin Binôme, ou un Trinôme , écc : 6c L ' * re- 
préfentc aufli un autre Binôme ou 6tc. L’état de la queftion , qui 
cft allez épineux 6c fur lequel je confeillc à tout Lecteur de volti- 
ger , étant ainfi établi , venons au procédé. 

Je fuppofe connue 6c =/4 l’intégrale de ax m Ix K r , ou pour 
fimplifier autant qu’il fc peut, dcAr m K p ;jc veux trouver celle 
de x m •+ * Rf. 

Jerailonne, 6c je comprends que pour trouver une chofe in- 
connue il en faut au moi ns deux connues, j’en ai (tippofé une A, 
j’en prends une autre véritablement connue , c’eft x'tn -+ 1 Kp *+ 1 
qui ell telle qu’étant différentiée, eile fera réduite, avec un peu de 
lujavoir faire, à x“>iv p : les Expofans décroiïlant d’une unité dans 
la différentiation. . J ' ' 

E ' 'ffet, je prends, la différence de arnu-^ i'JCp-4 1 ; elle cil 

m — + 1 .v m Kp -*• 1 — bp — +• 1 ann r+ « K p , où je fupprime les dx &C 
dK pour lîmpüficr d’autant une chofe allez compoiéc. 

Cette différentielle a deux termes; allons pas à pas, n’en pre- 
nons d'abord qu’un , 6c partageons le même en deux, en remar- 
quant que Kp -+ 1 = K'x K p = 4 -+bx x K p . 

Cela change le premier terme m-+ ix m Kv+ » enw-fi x m Rx 

Rf — m — f- t Kxx m K p =» m — H x a — f bxxx m R* — m-+uixx m K r — f 
m —f 1 bxxx ta R r , De forte qu’en reprenant ici le fécond terme ci- 

devant, on aura la différentielle de trois termes w-fr u*“ K p — f- 

H - 1 Kvxx m K p — {•/>-+ ixm-+ « K p de l’intégrale x m •+ ‘ Kp-+ ». 
Je connqis donc lintegrale de ces trois termes différentiels 

' I 1 


i <> t Géométrie Trdnf :enJUnte 

pris enfcmble j or je ’connois auffi celle du premier ; car A étant 

l’intégrale fippofée connue de x m K* , donc m~+ i a x A fera l’in- 

tegrale connue de m -f i a x xmATpjpuifquc le Coefficient connu 8c 

confiant m — n a ne change rien dans la différentiation ni dans l’in- 
regration fpécifîquc desenofes. 

Donc x m h-» ATP -* « — m— b i a x A fera l’intcgrale connue des 

deux termes reftans m -f - 1 bxx.x™K* -+/-+ i x » -+ 1 A>. Or 

x m-+ 1 =xxx m . Donc m -f i bx*x m K?-+p -4- 1 xm-f « K ? => 
*>-+ i bxm -+ i JP-+/-+ ix m-+ > A>. 

Or ces deux termes peuvent être réduis à un qui fera x m ' + * 

JC r multiplié par le Coefficient complexe tout connu m-+ i b -+ 

p~+ i , donc le divifant par ce Coefficient , il refte x » -+ 1 K f , 
dont l'intégrale eft connue. Ce qu'il fallait trouver & démon- 
trer. 

Je me garderai bien d’ajouter d'autre Exemple , c’cft-à-dire , 
d’autre grifonnage à celui-là , ce feroit le vrai moyen d’em- 
brouiller unechofe que je crois fuffifamment éclaircie, 6c dont, 
avec cette clef , on pourra facilement déchiffrer tous les Exem- 
ples énigmatiques qu’on en trouvera chez M. Newton , 6c dan» 
quelques-uns de fes prétendus commentateurs , qui me paroiffent 
n 'en avoir pas affèz dit pour rendre la chofe intelligible a ôccft 
avoir dit plus qu’il a’en faut pour l’cnvelopcr. 
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CHAPITRE II. 

QUADRATURES PAR LES INFINIMENT GRANDS. 


I. 


Principe Géométrique. 

D Ans le fyftême des infiniment petits, on fuppofe une 
Courbe AH K comme un Polygone d’une infinité de côté* 
infiniment petits AH , Hl ,IK , 8cc. 8c fon Aire A KD comme 
un entaflement de Parallèles B H, CI, D K infiniment voifincs 
8c contiguës l’une à l’autre , deforte que leurs diftances A B , 
B C , CD » 8c par conféqucnt auflï les côtés A H , H I , I K 
de la Courbe , 8c les différences OL, IK , des Ordonnées foient 
des infiniment petits , 8c comme des indivifiblcs. Or tout ce qui 
fe faic en petit , peut fc faire en grand , pourvu qu’on garde tou- 
jours les proportions. 

Je fuppofe donc ici les Courbes comme infiniment grandes , 8c 
comme des Polygones fenfiblcs d’une infinité décorés AH , HI , 
Ôte. finis 8c Reéhilignes , enforte que les différences AB , BC des 
abfeiflesjôc celles des Ordonnées aufii O L, P K foient finies; tout 
ce qui cft infiniment petit dans une Courbe ordinaire devenanc 
fini dans celles-ci ,les dx s’y changeant en x , ÔC les x en x x , 5c 
de même les ddx en dx, ôcc. 


IL . 

; Principe de Calcul. 

t . . x 

L E Principe précédent cft en quelque forte le Microfcopc des 
Courbes, il les change de continues en diferetes, détache 
leurs partie* , 8c les réfout véritablement en leurs Elémcns , les 1 i- 
Tomt II. B b 
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gncscn points, lesfurfaccscn lignes, 8tc. cc qui nous donne la 
facilité d’exprimer les quantités infiniment petites par des nom- 
bres, 6c de changer VAnaljfc Algébrique de l' infini t en une pure 
Arithmétique du fini. 

Wallis a ébauché cette Arithmétique , mais il ne l'a qu'ébau- 
chéc en effet , ne connoiflaat que l’Arithmétique &. l’Analyfe de 
Ton tems, au lieu qu’on peut s’y lervir avec avantage des Régies 
du calcul différentiel & intégral , Si même ex fanent tel fondé fur ce 
principe , qu’ww nombre infini n'tfi pas un nombre , mais une étendue 
continue. 

Que l'unité eft le Point repréfënté par dx r=x°= t. Que le 
nombre Jimple ou l’infinité d’unités i -V t — f- i -f i , &c. eft la ligne 
reprélentéc par xdx =x , que le nombre nombre , ou le nombre des 
nombres , ou l’infinité de l’infinité d’unités , 1. i. 3. 4. 5. 6 . 7. &CC. 
, eft la furface repréfentée en général par xxdx = x x . Que le nombre 
de nombre des nombres , ou du troifiéme ordre , exprimé par les quar- 
rés i. 4. 9, 16. zj. 3 6. Scc. eft le (olidc repréfënté en général par 
x f , &c. 


III- 

Démonfi ration du Principe précédent. 

j° T A fomme infinie des unités 1. 1. 1. Scc. ne peut être au- 
L j cun nombre nombrable , n’y en ayant aucun qui ne foit in- 
finiment au defTous de cette fomme indéterminée d’unités, la- 
quelle eft par conféquent une ligne, puifquc tonte ligne contient 
tous les nombres poffibles , au-delà de tous les aflîgnables. 

i°. La fomme des nombres, i.i. 3.4. &c. eft en général une fur- 
face, fk. en particulier un triangle,cc qui fc voit par cette feule difpo- 

fition des nombres 1.2. 3.4. y 6.7. Scc. Car î.i.i.t. J 
concevant tous les Points d’un triangle , dé- 1 . 1 . 1. C 
tachés Sc diftinfts, ils fuivront cette progref- 1 . 1. / ® £c ' 

fion Arithmétique, 1. 1. Scc. que fuivent en 1, Y 

effet les Ordonnées triangulaires. 

3°, La fomme infinie des quarrés 1 .4.16. xj . Scc. eft 
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C’cft-à-dirc , cft égale au tiers d’un Cube. En effet concevant un 
point fur 4. points , ces 4 fur 9. ces 9. fur 16. le cotai formera une 
Pyramide que j'ai démontrée être le tiers d’un Cube de même 
bafe & hauteur. 

En fuivant cette Analogie , la fomme des Cubes 1 . 8. 17. & c. cft 
==! x* Sec. cela fe rapporte fort jnfte à la maniéré ordinaire de 
concevoir la ligne compofée de points , la furface compoféc de 
lignes , le folide compolé de fur fi ces , ôcc. 


IV* 

V roc (de du Calcul Arithmétique des infiniment grands. 

S Uivant le premier principe , les infiniment petits deve- 
nant finis dans le fyftêmc des infiniment grands, toutes les 
opérations du Calcul roulent réellement fur des finis. 

1 °. Pour différencier x x , il n’y a qu’à prendre les différences des 
nombres t, 1. j. 4. 5. Se c. qui font 1. 1. 1. 1. Sec : «=x ou plutôt 
il fout prendre le double t. 1. 1. a. Ôcc. de ces différences numé- 
riques, c’cft-à-dirc, prendre les différences de 2. 4. 6. #. to. ôte , 
qui cft le double de 1. 1. 3. 4. &c.=ac ’-x 1 . 

t®. Pouf différencier x> , il faut prendre la triple différence des 
quarrés 1.4, 9. 15. Sec. laquelle cft 3. ç. 7. ôte. ou t. 3. 3.7. 9. 
& c. en effet les impairs 1. 3. 3.7. ôte. (ont égaux aux pairs 2. 4. 
6 . 1. Sec. mm ** C«r 1. j. « . 7. fcc. — ’• ï î; * £ fcc. =» i x* =*x\ 
Donc la différence arithmétique ou numérique de fera 3. 9. 
»j. xi.Sec. triple de 1. 3. 5 j.&tc. Et 3. 9. t j. Sec. fera 
différence Géométrique de xK 

3 0 . La différence de.v fera celle de 1. 1. 1. i.&c. égale à o. o. 0.0. 
Scc.= 1. Car ixo = i ,c’eft-à- dire, l’infini multiplié par zéro» 
ou une infinité de zéros , font 1 = x a , c’cft-à-dire , encore l’éten- 
due élevée à la Puiflàncc zéro , ou la zéro d’étendue cft le Point , 
[‘unité Arithmétique. 

4°. En remontant , l’integrale de 1. ou de x° , eft 1. t. 1. 1. 
Ôcc. =mx, celle de 1. 1. 1. ôcc. cft t. 1. 3. 4. Scc. = j x 1 ôte. 


Bbij 



VI. 

Application à la Géométrie. 

O N comprend bien , que toutes les lignes qui entrent dans 
l’équation d’une Courbe n’étant pas égales , il faut les ex- 
piimcr les unes par i. 1, i. Sec. les autres par a. z. a. &c. on 


i 
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par 1.1. 3.4. &c : ou 8cc : En un mot félon leurs rapports mutuels. 

Car [fi l’Ordonnée de la Parabole eft 1. 1. 1. 1. ôcc. fon 
abfcidc doit être 1.3. 5.7. ôcc. puifquc l’abfciOe x eft équiva- 
lente au quarré de l'Ordonnée. Ainfi la différence de l’Ordon- 
née étant =1 , celle de l'abfciïlè fcras= 1. 1. 1. 8cc.cequi mérite 
d’être remarqué , furtout fi: l’on fait attention, que l’Ordonnédi 
n’eltquci. 1. 1. 1. 8cc: Car comment fc peut- il , que la différence . 
infiniment petite de l’abfciflc , foi t deux lois plus grande que l’Or- 
donnée finie f 

Or ce n’eft pas le fyftême préfent qui caufc , mais feule- 
ment qui fait connoître cet étrange paradoxe. Car différenciant j 
y y =a x , on a iy dy =*dx x &c , fuppofant ^pxonftante Set 
ca 1, on a auffi 1 y=dx. Le dénouement en eft, ccmcfemblc, que 
les lignes doivent ici être prifes dans le point de vue de leur di.t 
vifibilité en largeur , &c confidérécs comme des Rectangles , donc 
l’un compense en largeur l’excès de l'autre fur lui en longueur. 

Et comment , fans aller chercher fi loin la difficulté , comment > 
donner un autre fens raiiônnablcà cette expreffion// =x , à moins t 
que dédire que x eft en puitlancc , ce que y eft en longueur , 8c . 
que x n’cft que l'extention ôc le développement de y 2 , 

En effet la Parabole eft infiniment plus longue que large , 8c , fi 
on la remplit de parallèles à l’abfciffe , 8c de parallèles à l’Ordon- 
née, il yen aura infiniment plusde celles-ci que de celles-là , ou 
fi le nombre en eft égal , celles-ci feront plus larges, à proportion 
que celles-là font plus longues. , , 

S châlit. Rien ne fait mieux voir que la difficulté précédente , 
l’avantage du calcul que je propofe. C’cft comme je l’ai dit un mi- 
crofcopc , qui groffit les objets à nos yeux -, 8c nous (ait pénétrer 
jufques dans la nature intime de l’étendue , nous rendant lenfi- 
blcs jufqu’à fes derniers points , ÔC à leur nombre infini , 8c infini- 
ment infini. 

Car ce que j’en eftime le plus , ce n’eft pas tant une foule d’opé- 
rations hardies, 8c peut-être de découvertes heureufes dont il eft 
fufceptible, que l’idée diftin&e 8c numérique , qu’il nous donne 
de l’étendue deschofes, qu’on voit bien confiifémcnt 8c d’infini- 
ment loin , lorfqu’on ne les voit qu’à travers des x 8c des dx. 

Je me contente d’indiquer ce calcul. Je ne l’avois pas defti- 
né pour cet ouvrage , 8c c'cft après coup que je l’y ajoute 
à la foliicitation, je fuis bien aife de le dire , de celui qui m’a le 
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plus aidé à y mctt rcia dccn ierc no a i n . Je parle de M. de Fonte* 
ncllt ,, dont des nouveaux Elémetu de U Géométrie de T infini ont 
achevé de développer dans mon cfprit une idée, que \ Arithméti- 
que des infinis de M. W dits y avoir ébauchée. 

Depuis huit à oeuf ans, j'ea avoir donné quelques petits eflais 
dans les Journaux , entr’ancres la Quadrature abfslue & exacte ti un 
cercle infini en grandeur en en fetitcjfe qu’on retrouvera ici tout à 
l’heure: mais b maniéré ingénieufe doot l’Auteur des nou veaux Elé- 
mens calcule les fuites amendantes , toute contradictoire qu’elle eft à 
mon principe de i infini non numérique & hétérogène , &. fans doute 
parce qu’elle cft contradictoire , a réveillé mon attention, fie m’a fait 
tourner du côté des fuites tftendmtes un calcul , que je n’a vois ap- 
pliqué jufqucs là qu'aux descendantes , dans lefqucllcs les Radi- 
caux , que je fçavois bien qui n’étoient pas des Nombres , veooicnt 
toujours à la traverfe , au lieu que je les évite ici parfaitement. 

Cela m’a même fourni une méthode pour les éviter dans le calcul 
ordinaire des infiniment petits , fie même dans tout calcul , en 
(uppolant à peu près comme je viens de le faire pour la Parabole, 
xassnon à i . i. i. i. fice. nuis à fonQaarré t. 4. 6. Scc.ce qui 
donne \é **=» r. 1. 1. i.ficc. 

Le tout fondé fur cct autre principe, que é infini ôte i in arm - 
tntnfurabilité qui régne dans le fini , d’où découle comme d’une 
fourcc infiniment fécondé ce Théorème que je crois nouveau , à la 
rélccvc de çc que j'en ai ébauché dans les Journaux, que toute 
Quadrature , tout Problème infoluble dans le fini ou doits un Ordre 
quelconque , efi folsdle dans l'infini immédiatement fuféritur ou infé- 
rieur , cr peut être alternativement folublt & infoluble dans les Ordres 
confécuti/s. J’en donnerai tout à l’heure des Exemples. 
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LIVRE SECOND. 

Des Quadratures en particulier. 


CHAPITRE PREMIER. 

Des Quadratures ahfolues. 

ARTICLE I. 

Quadratures Exactes. 

•*. U ad * at v re Je la ParaMe fimflt , dont l’Equation eft 

V ^w = a;, d’où^=jf I:l dont l’intégrale, parla méthode 
ordinaire , cft j*w+ i==jiyx. Car augmentant d’une unité 
l’Expof ant i:iou jona j— §• i = ^ "+ T “ » & divifant par { 
ona}***, or ar^Œ» s=cx J:1 xarts=»jrx , puifque^=x l!1 

Donc la Parabole eft les deux tiers du Rt&angle de P Ordonnée & de 
TAbfcijft. 

C’eft la première Quadratore exacte Sc abfolge qu’on ait jamais 
trouvée , 6c c’eft Arcbtmede quj la trouva d’une manière bien plus 
haute 6c plusépiueufe , par les principes de la Méchanique , je dis 
dclaMécnanique Géométrique 6c démonftrative. 

11 fit un livre entier de les procédez à cet égard * aujourd’hui c’eft 
l'affaire d’un trait de plume, pour un Géomètre de quatre jours. 
Car il eft facile d'ajouter aux découvertes, lorfque ce ne fout que 
des manie^c^ qu’on y ajoute. * ‘ 





Digitized by Google 


zoo 


Géométrie Tran/cendantc. 


IL 

I * • i 3 V * » » ï ' •* • / * 

Dr/ autres Paraboles fuperieurts. 

,Q. '•* » - < ». / 

L A première Parabole Cubique a pour Equation/ =jr , d'ouy 
œx':’, donc la Quadrature , en fuivant toujours la même 
Règle d'integracion , cft ; ar+> =» J xy. Car j~+r =a J ,8cy=sScc. 

De même la fécondé Parabole Cubique dont l’Equation cft/=/, 
a pour fon aire } xj. La Parabole du quatrième degré , a pour 
Equation/* = .r* ,ou^+ = jc, & pour Ordonnée y = *»•♦ , ou j 
= r ,,+ , ôc •pour Quadrature f xy, ou | xy. 

Les Paraboles du cinquième degié ont pour Equation/ = jc 4 , 
ou/ =ar* ou/ = x 1 , ou enfin/ = r , & pour Quadrature &c. 
enfin les Parabqles de.cous les degrés à l’infini font repréfentées par 
y n ’ = x a , leurs-Ordonnécspar^=air Bun & leurs Quadratures par 

m 

*/• . . . 


II J. r 

Des Hyperboles de tous les Degrés. t- r. 

Lles font auffi toutes repréfentées par l'Equation/"***, 

& ont la même formule de Quadrature n _f , a rtc cet- 
te feule différence que le ligne — *- doit précéder l’Expofant n de r, 
à caufe de la Réciprocité des Coordonnées , ce qui donne y “ = 
ar" = -, ou y a x*= i , 8c pont Quadrature du Aire Afymptoti- 


quCm-.n ** 
' E " 

blés 


De forte que toutes les Hyperboles fen général , font quarra- 
;s. Car l’Hyperbole Cubique xf ~ i , a m = i , & n = i : ce 

i a pour 


qui donne ra _ n X J = îxy. Cil le du quatrième degré xy J 
Aire ôte. • ■* ’ 

Mais l'Hyperbole ordinaire dr Conique donc l’Equation cft xy 
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l . a m = i =a> », & pour Aire m _. n xy = 7777=7 xy= oo 47, 
c’eft-à dire , cft infinie en grandeur , je dis en grandeur abfoluc, 
fie non-feulement en longueur, car les autres Hyperboles & tou- 
tes les Courbes Afymptotiques , ont bien leur efpacc Afymptoti- 
que, infini en longueur, mais non en grandeur; puifi^uc l'Hyperbole 
Cubique xy l = i , a îxy pour la quadrature , c'eft-à-dire, le dou- 
ble du R.c£tanglefini de les Coordonnées. 


IV- 


Quadratures far les infiniment grands. 


P A r exemple: pourquarrcrla Parabole , je fuppofe fon AM 
ciffexquicft = yy , je la fuppofe =i . 3. 5. 7. &c. d’où je 
tire7= 1. j. 1. 1. &c. fie dx=i . 1. z. z. &c. donc7^x= 1. r. 
1. 1. Sec. x 1. 1. z. 1. &c : =s t. 1. 1 t. 1. &c : xi.i.i. 1.1. 
Sic. : x z = 1. 3. 3. 7. 9. &c. x z =3 z. 6 . io. 14. 18. &c. 

C’eft donc là la différence de l’Efpace Parabolique , & chaque 
terme cft la différence des deux termes contigus correfpondants 
de I 1 'intégrale qui exprime cet Efpace. 

Ajoutant donc ces différences , on aura i. 8. 18. 31. 50. &c. 
car 1. & 8. ont 6. pour différence: c’cft donc-là la valeur Arith- 
métique de la Patanole. 

Mais pour rendre cette valeur plus fcnfible, je remarque que 
z cil le double de 1 que S cft le double de 4 ; 18 le double de 
9 ; ji de 16 j jo de 25 , &c. elle eft donc = z x 1. 4. 9. 16. 
zj. &c. 

L’Aire Parabolique cft donc le double de la fomme de tous les 
quarrés naturels 1.4. 9. &c. ce qui fc rapporte très-jufte à celle 
que nous ont donnée les infiniment petits : Car 1. 4.9. 1 6. Sic. 
=j- ar* : la Parabole cft donc = | xK Je dis la Parabole infiniment 
grande , dans laquelle nous avons fuppofé l’Abfciflc x infini- 
ment grande en la fuppofant = 1. 3.5.7. fiée. =7*. Car^ 1 qui 
exprime une furface , exprime une ligne infiniment grande , c’eft-à- 
dire une Surface développée. 

Pour ramener donc la Parabole à l’Ordinaire , il faut prendre la 
Racine dex* , ce qui donne y xt n = \ xy comme ci-devant. C’eft 
Jme IL Ce 
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comme on voit , pour éviter les Radicaux que j’ai fuppofé x égale 
à un quarré , Si infiniment grande. Mais à la fin de l’Opération , 
lorfque l’on veut rappcller les choies au fini , on en reprend les 
Radicaux , ce qui les empêche d'embarraffer le Calcul dans lequel 
ils n’entrent qu’à la fin. 


V- 


Quadrature abfolue & exacte d'un Cercle infini & de toute autre 
Courbe infinie , en grandeur ou en petitefie. 

U N e Ovale infinie eft cxa&cmcnt une Parabole , or on 
quarre la Parabole, on quarre donc une Ovale infinie , & 
par conféquent auffi un Cercle infini ( puifque l’Ovale eft le dou- 
ble, le triple, ou le fousdoublc, le louftriplc, en un mot lemul- 
tiplcou le fousmultiplc du Cercle, dont elle eft l’allongement 
ou le rérrcciflêment } & qu’en général même cHc eft: égale à un 
Cercle dont le Diamètre eft moyen proportionnel entre les deux 
Axes. 

Or le Cercle étant quarré , on va quarrer toutes ces chaînes de 
Courbes à l’infini, que la méthode de Comparaifon nous donne, 
8i fans doute toutes les Courbes. 

Cela fc trouve par le Calcul. Car l’Equation Circulaire/:» 

V * r x — xx fechange en l’Equation parabolique/ = yf ir x , lorf- 
que xr eft infini, aulli bien que lorfqu’il eft infiniment petit , le 
terme xx étant , dans l’un Si l’autre cas infiniment petit par rapport 
a irx : puifque r== oc x 

On peut aulli quarrer une portion infiniment petite d'un 
Cercle ordinaire Si fini. Car alors la première Abfciftc étant x-, la 

féconde eft ir , puifque x étant infiniment petite , ir *•=, i r. 

Ainfi l’Equation circulaire, devient// = irx qui eft parabolique 
le quarrablc. • 1 

Mais auffi réciproquement une Parabole infiniment petite eft 
inquarrable , n’étant plus qu’une Ovale ordinaire. Mais une Pa- 
rabole du fécond Ordre de pctitclTe , eftquarrablc comme une Ova- 
le & un cercle du premier Ordre . Sic.- 
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Pour l'Hyperbole , elle eft encore plus immédiatement quarrable, 
lorfqu’cllc devient infinie. Car le Cercle infini fe convertit immé- 
diatement en Parabole , qui à la vérité fe convertit en Quarré ; 
mais l’Hyperbole a déjà fait la moitié du chemin pour fc rappro- 
cher du fteétilignc, en fe rapprochant du Triangle. 

Du premier laut infini qu’elle fait, elle perd toute Courbure 
& devient un parfait Triangle Afymprorique même. Son Equa- 
tion yy =mDx—b xx fe change non en yy= Dx qui (croit une 
Equation Parabolique, mais cnyy = xx qui eft triangulaire, 
& ydx en xdx dont la quadrature eft £ xx qui eft triangu- 
laire. 

La raifon à priori en eft , que le Cercle 8c l’Ovale ne peuvent 
devenir infinis, fans que leur Axe ou Diamètre le devienne) ce 
qui fait difparoître xx. Mais dans l’Hyperbole , l’Axe borné par 
les deux Sommets des conjuguées , eft confiant , 8c c'eftx feule 
qui devient infinie; ce qui confervc xx, ScchaffcDxou irx. Il 
falloir bien que l'Hyperbole nous fit voir, encore ici , fon natu- 
rel contrariant 8c particulier. Cela eft admirable , & méritoic bien 
d’être connu. 

Une difficulté fe préfente ; c’eftl’Efpace renfermé dans la con- 
cavité de la Courbe hyperbolique , que nous venons de trouver 
égal au Triangle Afymptotiquc; mais que devient doncl’Elpace 
Alymprotiquc, entre les Afymptotcs & la convexité de la -Cour» 
be? 

L’Hyperbole le prend, l’abforbe, le rend nul malgré fon in- 
finité qui n’eft que fubalternc. Car^x 1 eftuu infini du fécond Or- 
dre , au lieu que i n’eft que du premier , l'Efpacc concave étant in- 
fini dans fesaeux dtm «•fîonsxtc/, aulieuquelc convexe n’eft 
infini que dans fa longueur^-. 

Encore même n’y faut-il pas regarder de trop près. Car l’Ef- 
pace concave eft un pur infini du îecond Ordre, au lieu que le 
Convexe eft affez équivoque, 8c s’il eft infini du premier Or- 
dre, il eft au moins de la plus baffe cfpèce, & de tous les in- 
finis peut être le moindre, étant comme dans les confins du fini 
& de l'infini , 8c dans le paflage même peu expliquable de l’un à 
l’autre. 

En effet infini dans fa longueur, il fâudroit qu’il fut purement 
fini dans fa largeur , pour être un infini-franc en fait d’Elpace ; or 
il eft fort douteux s’il l’eft , 8c tout co qu’on peut lui accorder de 
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plus favorable , c’eft de dire que fa largeur n’cft ni finie ni infini- 
ment petite , mais entre-deux , 6c géométriquement mitoyenne, 
dans le pays perdu qui répare l’infini du fini. 

On peut même remarquer que fon expreffion £ eft afïez bizarre , 
ê£ très inconnue. On peut l'augmenter, car 3, 3,3, fonc au-def- 
fus de } mais il femble qu’on ne peut la diminuer, à moins que 

I I 1 

de la faire palier d’un plein faut au fini , car ^ , 70 » font =• 
3 , ÔC on ne peut prendre la moitié ni l’aliquote quelconque finie 
de 5. Mais on peut en prendre fans difficulté l’aliquote infinie , 

I 


ÔC OX « O X T ==S ^ * 

Cependant , pour le dire ici d’avance , ce qui met le comble au 
Paradoxe hyperbolique, c’cft que 5 = 7 — f 7-+ y~+ 3 &c. c’cft- 
à-dire , 3 eft égale à toutes les Aliquotesde l’unité , de forte que 
réduifant toutes ces fraftions à un commun dénominateur 1x1*} 
x 4 x 8ic. on aura une Fraftion , dont le dénominateur fera le pro* 
duitde tous les nombres naturels, 6c le Numérateur fera 1 xixjx 
&c. -+1x3x4, &c. -+ 1 x 1 x 4 x 5 , &c. — f &c. 

Car il faut multiplier chaque Numérateur par les Dénomina- 
teurs de tous les autres j ce qui dans l'infini qui régné ici , donne 
pour Numérateur commun 1 x 1 x 3 x 4X , 5 cc. qu’il faudra prendre 
une infinité de fois , & pour Dénominateur commun le même 
produit, pris feulement une fois. 

Et voilà qui eft Paradoxe aufii , qu’on ait une méthode fûre 
pour divifer r unité par zéro , comme on divife 1 par 3 , ou même 
4 par 1 i Se que réciproquement on ait auffi la métnede pour divifer 
zéro par l’unité, & par tout autre nombre. 

Autre Paradoxe hyperbolique : 3 eft indftifible , mais 7 &c. 

ne l’eft pasôt} 3. ^ôcc.en eft la moitié, & la moitié infinie. Un 

autre Paradoxe qu’il eft bon de remarquer, c’eft qu’on inttgrt 
l’Hyperbole Afymptotiquc 6c qu’on ne la mtjîtrc pas. Car l'Equa- 
tion eft xy c=3 1 , Se y = x ~ l , 6 lydx = x~‘ dx , dont l’integralc 
eft — - 


Or cette intégrale eft auflî- bien l'integrale de l’Efpace Afympto- 
tique de l Hypcrbole Conique du fécond Degré , que axycftrin- 
tegrale de l’Hyperbole xy 1 =1 du troifiéme Degré , ou ~ .yydela 
Parabole. Mais on mefure par ces intégrales cette Hyperbole & 
«et te Parabole , Se, onfçaitquc l’une eft le double,. 8c l’autre le» 
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deux tiers du ReCtangle xy de fes Coordonnées connues : au lieu 
qu’on fçait feulement que l’Hyperbole cft infinie. 

Et qu'on ne dife pasquec’eft l’infini qui efteaufe qu’on ne la me- 
furc pas , 8c qu’on ne peut pas dire à quoi elle eft égale : car l’efpacc 
concave, qui cft encore plus infini , fe mefure très-intelligible- 
ment par le Triangle j Ar.vou~xydcs Coordonnées. Mais c’eft 
qu’on débarafte celui-ci de l’cxprdlion dc l’infini, au lieu qu’on 
n'en débaraffe pas l’autre. 

Je remarque néanmoins que l’efpace concave eft repréfenté par 
1. 2. 3. 4. j. &c. & le convexe Afymptotiqtie par 7 jf ; 7 j. &c. 
ce qui donne des idées fort diftinttes de ces deux elpaccs réci- 
proques. 

Au refte j’oubliois de dire , pourquoi cette Sérié de Frayions 
repréfente cet efpace. La raifon en eft toute fimpic, les Abfciffes 
étant 1. 1 3. 8cc. les Ordonnées font { ~ { &c. en raifon réci- 
proque. Or le total des Ordonnées compofc l’Hyperbole j donc le 
total de ces fractions en eft l’expreflion . Donnons quelques exem- 
ples des Rectifications. 


VL 

Redifi cations. 

L A Formule en eft du = yf dx'- — f dy l qu’il faut intégrer refa- 
tivement aux Courbes qu’on veut reétificr. Le nombre n’en 
eft pas grand : les principales font la féconde Parabole Cubique , ÔC la 
Cycloïae. 

L’Equation de cette Parabole eft x 1 =y ' , dont la différence 
zxdx =3 ly'-dy élevée au Quarré , cft 4x*dx l — yy+dy 1 , qui fe 
réduit à +dx l =a eydy 1 , & à dx' = | ydy 1 , ce qui change du =* 

\felx 1 -+ dy l en du = \ydy v — f dy l = — —= l dy 

V97— 1-4 , en mettant hors du Signe -- 1 transformé en = f 

Or je remarque que 97— 44 fait fous le Signe un total inconnu , 
qu’on peut fuppofer = à une pure inconnue sa , de forte que 
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ydy a=s izJz , , fie f dy =» j zdz. , & j dy \/ yy -+ 4 =» £ s? de. 

CSS 

Or j Wi eft l’Elément de la Quadrature de la Parabole or- 
dinaire, de forte que la Quadrature de la Parabole yy =as x , 
&c la Rc&ification de la Parabole y' =*“ cft la même chofe, 

fçavoir £ A =» f 7 > 9) -+ 4 ,!l j car -+ 4 =s «. , & \fi ^+4 

D ’où il fuit que la ligne de cette Parabole eft le développe- 
ment de l’Aire Paraboliqueordinaire. Or cette Parabole eft infinie 
dans fon aire , l’autre eft donc infiniment infime, du fécond Ordre 
en fait de ligne. 

Il y a pourtant quelque chofe à dire , 8C il s’en manque un peu 
que cette intégrale ne foit complète : Car fuppofanr/ = o , il 
rcftc-+ i qui empêche cette intégrale d’être auffii=»o , comme 
clic devroit l'être à l’origine des Ordonnées. 

Il faut en ôter cette quantité , 8c l’intcgrale complète de la Rec- 
tification de la fécondé Parabole Cubique fera ^ x <yy -4-4 m — 
~ , c’eft-à-dire , un peu moins que l’aire Parabolique du fécond 
Degré. 


VII- 


Rectification & Théorie de la Cycloïde - 


C Ette Courbe cft afiez] célébré parmi les Géomètres, pour 
qu’en peu de mots j’en fade connoîtrc les principales pro- 
priétés. 

Sa génération fc fait par un cercle placé d’abord en D, 8c qui 
roule de D en FE, décrivant par fon même point A la Courbe 
A fi) I F d’un côté , 8c la même AGE de l’autre côté. 

Or pendantcc mouvement la ligne circulaire applique tous fes 
points furtous les points de la ligne EDF, qui eft par conféquenc 
égale i fa Circonférence entière DF^DPOA , 8c DE ï=*s DLA . 

Il y a plus ; fi l’on imagine le Cercle générateur placé en £,» 
Sd que de E il aille en N , alors fon pointCqui étoiten E s’élève en 
décrivant l’arç RG j & l'arc circulaire GN qui s’eft appliqué 
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5 U ligne EN , comme pour la mefurer , lui cil égal. 

Et , quelque part qu’on place le Cercle , toujours fon Arc' G N 
compris entre la ligne cycloïdalc &c le point où il touche la Bafr 
ou la Direarice EF, eft = à la portion EN de cette bafe com- 
prife entre la Cycloïde & le Contradl N. 

Et non-feulement EN =-.GN , mais toute parallèle GL à la 
Bile ED , Se terminée par la Cycloïde en G Se par le Cercle en 
L, cft égale à l’Arc circulaire GH ou LA,, terminé auffi par la 
Cycloïde en A Si. par le même point L. r 

Car A K = ND , Se GV = LK , donc GL = VK =* ND. 
Or ND = à l’Arc GH , puifque ED = NGH , Sc EN =» 
GN, ScGH=*LA. Donc, 6ic. Sc cela étant général pour rou- 
tes les Parallèles à la Directrice, OQ = à l’Arc OA, PI *=, 
PO A. 

Une autre propriété de la Cycloïde elt, q„ e fa T.- ngentc quel- 
conque MQ cft parallèle a la corde //Ode l’Arc générateur cor- 
refpondanc AO : propriété qyi dépend d’une autre, fçavoir 
que OX Tangente circulaire en O eft aufli = OQ = i l’Arc 

Cela fe démontre en tirant 05 parallèle à OX, & fuppofant les 
deux Ordonnées BQ , CT infiniment voifines : ce qui donne OP 
«= £ S •• Car OP étant la nailfance de la Tangente q ni en cft le pro- 
longement eft parallèle , & par conléquent =*à QS qui eft entre 
memes parallèles OQ , PS. * 

■ Or OP = ST •, car ST eft la différence des deux 00 PT 

6 OP eft la différence des deux Arcs AO , AOP , Icfquclsfont 
relpectivemcnc égaux aux deux lignes OQ , PT. 

. ° r •«^Triangles TSQ QOX font femblables , à caufe 
du l-’arallelume de leurs cotés homologues, donc 00 = OX 
comme TS => SQ. C’eft la première propriété d’où découle 
1 autre , fçavoir que la Tangence £*cft parallèle à la Cordc 

T Ang 'f l°* f T é Par le r, dcUX li ? Des B0 ’ 0X & extérieur 
Triangle ATO^ & parconféquent égal aux deux intérieurs X. 

:û , c eft^d.re double de chacun de ces Angles égaux , car les deux 
lignes (J- A sso Oij. 

O/ l’Angle extérieur BOX fe partage en deux BOA , AO X 
c g* u * ’ appuyant tous deux fur deux Arcs égaux 
ZA, AO •. Car les deux cotés ZO , AO gortentfur les deux extre- 
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mités de l’Arc VA , & de même les deux côtés AO , XO portent 
fur les extrémités de l’Arc AO = Z A. 

Car XO touchant le Cercle en O , efl le prolongement du côté 
O infiniment petit du Polygone circulaire , & ce côté O dont la 
grandeur ou la pctitdlè ne fait ren à l’affaire, appuyé fur le point 0 , 
& forme avec la Corde AO l’Angle AOX, qu’on pou rroi rappel- 
les l’Angle AOO , en prenant le point O comme un point double t 
donc l’Àngle AOX = à l'Angle O XQ, &c les deux lignes XQ , AO 
font parallèles, étant femblablcment pofées fur la même ligue 

ox. 

C'e fl delà que fe déduit facilement la R édification de la Cycloï- 
de : car les deux Triangles QRT , QBM étant femblablcs , les 
deux O RT, AB 0 le feront aufii, & on aura l’Analogie AB :A 0 \‘ 
QR : QT. 

Or nommant AB , x ; BO yjona AO = V xx +~yy » & met- 
tant au lieu de yyl , a valeur irx — xx, A 0 = ^ xx — f îrx — xx 
' dxVirx 

«s= V irx. Donc x : irxy.dx: QT— — ; — — x 1 dx \éirx, 

en élevant le Dénominateurau Numérateur: & dégageant x chan- 
géeenx 1:l , hors du Signe , QT =*x 1 x l!l dx V ir =x vi ~ l dx 
\/ ir=z x Vl dx y/ ir. Car 1:2. — i=i — 1 = — 7=* — t : x. 

Or QT cfl l’Elément infinitéfimal de l’Arc AQT j &c par 
conféqucnt l’Elément de la Re&ification de la Cycloïde. 

Prenant donc fon intégrale —n V ar= tx 1!1 y/ ir = X 
\/ irx,car 1 — 1 : —L- 1 , puifque 1 divifé par 1 : x 

oui cfl 1 &c : il fe trouve que l’Arc entier AQ de la Cycloïde 
efl le double de la Corde corrcfpondante du Cercle, ca tAO=* 

V zrx ' 

Or cette cordc efl connue , donc la Cycloïde cfl abfolument &: 
très exaélement reélifiéc : & comme cela a lieu pour tous les 
Arcs de Cycloïde , il fe trouve que l’Arc entier AE cfl double du 
diamettre Circulaire AD. 

En effet mettant dans 1 V’ 1 rx , tr à la place de x, on a x 
-V 4/r s=ajr , c’efl-à-dirc, lequadruplc du Rayon ou le double du 
Diamettre pour toute la ligne Cycloïdale AF^o u plutôt le qua- 
druple du Diamettre pourla ligne Cycloïdale complété EAF for- 
mée par la révolution complccedu. Cercle , depuis le point E juf- 
qu’au point F, Ce qu'il falltit trouver & démontrer» 

ARTICLE 
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ARTICLE SECOND. 

Quadratures approchées. 


I 

Du Cercle. r ; ( 

S upposant le Rayon AC ou DC = i , & le Diamettre 
AB =» i , or» aura l’Equation circulaire yy =*i x — xx , & 
< y = &c. or les Triangles DGE , DHC font femblables. Car les 
Angles G &H font droits, & les dcux£ , D du petit Triangle, 
comme les deux D, C du grand, valcnr deux à deux , un droit. 

Mais l’Angle fait en D par le Rayon CD , perpendiculaire à DE , 
cft droit. Donc l’Angle D du petit Triangle, vaut un droit avec 
l’Angle D du grand. Donc l'A ngle D du grand cft égal à l’Angle E 
du petit. 

Car du relie DE , EG , DG font fuppofées infiniment pe- 
tites. Nous avons donc cette Analogie, DH : DC :: EG, ou 
JH : DE i c’eft-à-dire éx: ED. Donc ED = — =» 

dt . T 

y»i — **• 

Or le Sc&cur infinitefimal CED eft un Triangle = £ DE x DC 
e= 7 DE x =s ^ ^ - 5 c ce Seôcur cfl l’Elément du demi Cercle 

ADB , ou du quart &c. Il n’y a donc qu’à réduire cet Elément en 
Sérié, laquelle , comme nous l’avons déjà trouvée au liv. z. du 
XLV 1 . Traité, cft dt — ttdt , &c. dont l’intcgrale , trouvée au 
même endroit , cft / — 7 0 -f f t * — £ t 7 -f 6cc. qui reprélènce 
la quadrature ou l’aire d’un quart de Cercle. 

Si fuppofànt ;=r=a i , on la Amplifie en i — } — f i — - &c , 
c’eft-làla fameufe Quadrature Harmonique de M. Leibnits. Caron 
appelle harmoniques cesFraétions naturelles 7 . 7 . j Sic. parce- 

qu’en effet comme je l’ai prouvé ailleurs, elles repréfentent les 
proportions harmoniques de i'OBave , de la Quinte , de la Onarte 
de h Tierce t UC. ... 

Tome II. Dd 
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On trouvcroit la même Quadrature , ou plutôt fonaliquote ou 
fon multiple déterminé pour VEllipfe , qui n'cft qu’un Cercle al- 
longé ou recréci \ c‘cft-à-dire , l’aliquotc ou le multiple du 
Cercle. 


~ II" - 1 ? 

De l'Hypcrbelc. 

R Apporte’e à fes Axes, c’eft un Cercle façonné , elle fê 
quarredonc comme le Cercle, n’y ayant qu’un 'Signe de 
différent. Mais rapportée à fes Afymptotcs , elle mérite plusd’at- 
,-tention. 

Mais avant toutes chofes il faut remarquer une chofc que j’au- 
rois dû dire ailleurs, je prie le Lcûeur d'excuferce petit man- 
que d’Ordrc pour une propofition. 

J’ai pris dans les Se&ions Coniques les Ordonnées A r ymp- 
totiques , GC , HE , perpendiculaires à l’Axe AG , mais on les 
prend communément Go, HD perpendiculaires à l'Afymptote 
AE , où plutôt parallèles à l’Afymptote conjuguée AU car les 
Afymptotcs ne font perpendiculaires que dans l'Hyperbole Equi- 
latere où AB = BG. 

Au lieu donc de prendre AC , AE pour les Abfciffes , il faut 
prendre AB , AD , Sc les Ordonnées corrcfpondantes font non 
GC , HE , mais GB , HD. Mais il faut remarquer aufli que ccs 
points de vue reviennent au même, à caufc delà fimilitude des 
Triangles GBC , HDE, car toutes les lignes de l’un font parallè- 
les à celles de l'autre: ce qui rend les Ordonnées G B , HD lembla- 
blcs aux Ordonnées GC, HE, &c en proportion réciproque avec 
les Abfciffes AB , AE. Car BC , DE font femblablcs , & dans l’A- 
nalogie des Ordonnées. 

Or comme des chofes reftent égales lorfqu’on leur ôredes cho- 
fes égales , de même elles reftent fcmblables après la fouftradtion 
des chofes (emblables , ce qui fe démontre en rigueur , en faifànt 
attention, que l’égalité fe trouve dans la fimilitude. Se que fi les 
chofes abfolument prifes ne font pas égales , leurs rapports font 

AE 

égaux : ôtant donc le rapport égal ou confiant Sec 
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De forte que de quelque manière qu'on prenne les ordonnées , 
& cela dans toutes les Courbés , pourvu que toutes les ordonnées 
qu’on prend , foient parallèles entr’elles , la propriété fpécifiquede 
la Courbe fubfiftc , comme nous l’avons allez vu ci-denùs. 

Après cet éclairciflcmcnr, je prends l’Equation xy=sab , oir 
■= aa , ou = i de l’Hyperbole Afymptotique. Car , foit qu’elle foie 
Equilatere ou non , je puis la (uppofer telle, en prenant unê 
moyenne proportionnelle entrer &cb , ce qui donne aa^ab .c’éftJ 
à-dirc, en général un Quarré au lieu d’un Rectangle , fie transfor- 
me toute Hyperbole en Equilatere. 

La chofe eft infiniment avantageufe à caufe de la fimpliciré- 
de cette Hyperbole , fur laquelle il eft plus facile de faire tou- 
tes les opérations 5c toutes les démonftrations, fon équation 
étant yy — Dx -+ xx pour l’Axe, 5c xy = aa pour l'Afymp- 
totc. 

Cela fait que pour l’Axe, on peur me me faire toutes les opéra- 
tions fur le Cercle* appliquant à l’Jdyperbolc tout ce qui con- 
vient au Cercle , en changeant feulement le Signe du terme xx. 
Or on peut aufii , pour Amplifier , fuppofer xy=s i .toute quan- 
tité conftanre pouvant être prife pour l’unité qui eft le modèle de 
toutes tes confiantes. 

Mais en revanche, comme on rend aa indivifible en le fuppofiir.tr 
= i , on a des raifons pour rendre’, y y encore plus divifiDle, en 
le fuppofant —y -+ xy , la divifibilité fie l’indivifibilité n’étant en- 
core une fois, que des affaires de rapports, le plus fouvent arbi- 
traires. 

Car je puis par exemple fuppofer les Abfciiïcscroiftanren raifon' 
Arithmétique ou en raifon Géométrique ; 5c ici je puis à mon gré, 
fuppofer x ou a -+ x: ou t -+.v, prenant^/? pour l’unité , 5c rap- 
portant toutes les Abfcillcs à ce point fixe : car celles qui comnitf 
AD, AG, AI &c. feront plus grandes que AB , feront i x: 

On aura donc par la propriété Afymptotique AB -.AD a DE? 
BC , c’eft à- dire , i : i -+ X::j : i , St i =>y —h xy , ou même i 

Qr I y 1 

‘ ~y x y * oa y—7~^'> ce ff^i fait voir l’efprit SC 

le but du changement de a: en ! -+ jv. Car c’eft enfih de pouvoir 
convertir^ en Sérié , ce qu’on ne poürroit fi y='- : & c’eft ainiî 
que nous avons ailleurs changé y en » ouenficc. * 

y i-ti 

Ddijj 


I 
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Convertirions donc^ou fa valeur -t— en Série que nous avons 

déjà trouvée ailleurs , en divifant i par i -f *> ce qui donne i 
— x~+x'~ — Sec. dont l’intégrale eftjf — \ x* 

&c. laquelle en fuppofant x = i , cft i — ^ — ï &c. 

Cette Scrie eft la Quadrature , ou exprime l’Aire du Quadrila- 
tère Hipcrbolique BDEC , renfermé entre deux ordonnées, l’A- 
fymptote, & la Courbe, fuppofant , comme nous venons de le 
faire, BD =jc= i = AB. On trouveroit de même l'Aire de 
tout autre Quadrilatère Hyperbolique CCGH, CB 1 K , en fuppo- 
(àntar = 2 ou — a Scc. 

C’eft: un certain Mcrcator eTHolface qui efb l’Auteur de cette 
Quadrature Hyperbolique non moins célébré , ni moins harmo- 
niqùede lacirculaire i — j — t- j Sec. de M. Leibnits , & du relie 
beaucoup pluscftimable , parce qu’elle lui a fervi de modèle, SC 
a pû même lui ftrvir de direction &c de principe. M. Leibnits pou- 
vant lçavoir le rapport immédiat de la Quadrature du Cercle 
avec l'Hyperbole , Rapport démontré par Grégoire de S. Vin- 
cent , avant Mcrcator Sc Leibnits , d’autant mieux que t — j-+j 
t-j— fŸ&c. a un rapport facileà découvrir, avec i — — Sec. 

Four revenir à Mcrcator , non-feulement il a devancé M. Leib- 
nits , mais il a devancé tous les Géomètres dansl’exprellîon d’une 
Quadrature par une ferie harmonique Sc Arithmétique , & il pafle 
communément pourlc premier inventeur des fériés, Sericrumin- 
Ji ait arum inventor , dit M. IVolfus dans fon excellent Cours abrégé 
des Mathématiques. Ce qui doit s'entendre tout au plus de Y Art Sc 
du Calcul , Sc non de la Science Géométrique des Sériés , dont j’ai af- 
Ccz fait connoître le véritable inventeur. G. de S. Vincent. 

Mais il fe préfente ici une difficulté , qui paroît terrible , & qui 
m’a effectivement déconcerté du premier coup d’œil, mais qui 
m’a eufuite élevé à une conffdération plus haute de toutes ces 
chofes. 

C’eft que j’ai fait réflexion que i ~+ j H- ~ — P Sec : étoit=j 
— + j-+ j— + j Sc c. c’eft à-dire , toutes les fractions impaires •= 
à toutes les paires, comme le célébré M. Bernoulli l’a démontré 
affèz exactement j Sc que de même i -+ — f &c = j— 

& c. or ficela cft, diiois- je , 1 — î~+ ÿ — i"+T — ï~f&c. loin 
d’être la quadrature de l’Hyperbole , eft = o. 

Pouvois je foupçonner qu 'une quantité moins fon égale , ne fut pas 
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égale à zéro ^ Ccft un Axiome de la Géométrie la plus (impie , & 
q u i paroît fi clair 5 c fi certain , que quiconque l’cnvilage , croit le 
pénétrer dans toute fon étendue , & nefoupçonne pas qu’il puifle 
fouffrir d’exception. 

En e(Fct, tout cc que nous connoiflons de quantités fujetes au 
Calcul , font telles , que fi on les ôte d'elles mêmes , il nerefterien. 

4 — 4 = 0,6 — i — 4 = 0, a — a= o, a — a S- b — b—{-c — c 
& c - = o. Comment donc fi i f .}.i.i&c.=i.l. j.j- . Sec. fc 
pcut-il quet— i- 4 -l_i.& C :ou ^ — 

Sec. ne foit pas = o ? * 

Oril eft incontcftableque i. £. J . &c. Car fi vous 

divifez la Série entière des fractions i . J . : . c . ÿ&c. par i. vous 
aurez!. 1.1.1. -L & c . laquelle eftdonc la moitié de 
& par conféquent l’autre partie &c. eft l’autre moitié*, 5c 
ces deux font égales. 

Et même on prouvera quel. 1,1. ± &c=» f . i. ~ . -i- &c , & 
:=J ï’5’'^ &c =î-ï-rr &c - Mais fi cela eft vrai & démontré , il 
eft vrai 5 e démontré aulfique i — — ;-+Scc. n'eft pas=o, 
mais à un Quadrilatère Hyperbolique très-réel , 5c que i — 7-+? 

7 — <■ &c. ou — 1 -+ j — j-+ Scc-eft égale à un Cercle ou à 
un quart de Cercle. 

Car, pour ne rien dire des autres , 1 — 1 -f f — i&c. eft une 

chofe réelle , puifque 1 — 1 =1 , 1 — ! = Ji , 1 1 e— _ , _ — 

ï = n &c > & que dans toute cette Sérié les termes qui précédent 
avec le figne— f , font plus grands que ceux qui les fui vent avec le 

Signe — j 5 c qu’enfin cette Série i . jl . _1 . «L. &c : ou - 1 — - 

* n jo 16 ix» |*t.. 

jx6 ' 7>Ti ’ ÿh> ne ^ P as un n ^ ant » n ’eûc-clle que fon premier 


terme. 


Voilà deux contradictoires qui paroiflent vrais , ou plutôt deux 
vérités qui paroiflent contradictoires. Laquelle des deux faut-il fa- 
crificr ? Aucune fans doute. L’Axiome eft inconteftable que deux 
quantités égales retranchées l’une de l’autre, laiflent un reftequi eft 
nul. Mais étendons nos vues , 5 c concevons que dans les choies les 
plus (impies ôc que nous entendons le mieux , il y a un fens profond 
que nous n’entendons pas , ou que nous entendons très- fuperfi- 
ciclicmcnt. 

Les deux Séries 1 . j- . j dcc , 5 c 1 . j . c &c. font infinies en gran- 
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dcur, & ceci même lé prouve : donc clics font égales, fi elles ne dif- 
férent entr’cllesque d’une grandeur finie, qui foit infiniment petite 
par rapport à elles j or c’eft le fait , & ce fait là eft par là même in- 
vinciblement établi. 

Il eft même établi que dans l’infini une quantité infiniment petite- 
relativementà cet innni peutôc doit être négligée, puifqu’il cftdé- 
montré en rigueur que i.ÿ&c eft en rigueur = ^.j&c. le double 
def . j&c. étant i. j.ÿ&c. 

Si je n’abregeois , j’aurois bien des chofesàdire fur ces Séries 
égales qui étant ôtées Jcs unes des autres, laifient des relies 
égaux tantôt à une Figure, tantôt à une autre, lorfque ces Sé- 
riés font infinies comme i — 7 “+ï — i&c, j — s —F 75 VJ-+- 

&c. 

C'eft même bien pis, lorfqu’cllcs font infiniment infinies : car 
alors , malgré leur égalité , leur relie cil infini. 

Ainfi ôtant i. 3. j. 7. &c.defon égale 1. 4. 6. 8. Sic. terme à 
terme , le relie cilla fomme infinie des unités. Et ôtant les quar- 
rés impairs 1. 9. 1 ç. &c des pairs leurs égaux 4. 16. 3 6. 64. Scc r 
le relie efl la fomme infiniment infinie des impairs alternatifs 3. 
7. 1 1. 1 5.&C : ce qui même prouve cette égalité desquarrés alter- 
natifs, &c. 


III. 


Des Logarithmes Hyperboliques: 


C E st ici une des belles découvertes qu’on ait faites depuis 
un fiécle. Tous les Auteurs en parlent, maisaucun n’en cite 
le véritable inventeur. C’eft Saraff'a, lequel a la bonne foi d’a- 
vouer qu'il en a puifé tous les principes chez fon maître, Grégoire 
Je S. Vincent. 

En effet , celui ci avoir démontré que , 1 T fur l’Afymptote de 
l’Hyperbole ( fîg. préced. ) on prenoie les Abfciffcs AL , AB , AD 
hcc. en Progrellion Géométrique , les Quadrilatères MLBC , 
MLDE , MLGH feroienten Progrellion Arithmétique , lesqua- 
drilatcrcs MLBC , CBDF , EDGH Scc. fur les différences LB , 
BD , DG &c. des Abfcilles, étant égaux j & que réciproquement 
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files Abfciflcs étoîcnt en Progrelfion Arithmétique , les quadrila- 
tères fuivroient la Géomctriquo. 

Delà Sarajfa conclut ingénieufement, que 1rs quadrilatères 
étoient les Logarithmes naturels des Abfciff.s, ou les Abfciflcs , 
des quadrilatères. Propriété qu'on adepuis ce rems là trouvée dans 
les autres Courbes , dans lesquelles la progrelfion Arithmétique ré- 
pond à la Géométrique. 

Le P Merfenne qui fe prelTa de critiquer une découverte , fi hau- 
te pource tems-là, n’étoit pas allez Géomètre non plus que \tfienr 
de Raberval , ni le refte de la cabale Ant i- carte fenne , pour répliquer 
aux Réponfcs d 'Aynfcom , autre Dcldplc de Grégaire de feint rin- 
cent. 

Or, pour démontrer cette belle propriété des quadrilatères 
Hyperboliques . l'Equarion xy — t-y = i donner = — ' — ,Scydx 
dx 

=— quieft l’Element des Aires Hyperboliques.Or ce Rapport 

eft confiant , lorique les Ablciffès font en progrelfion Géométri- 
que. 

Car les différences dx font alors comme leurs entiers i -f x. 
dx dx 

Donc —il. i -+*,&$, = /. t — + x j c’eft-à-dire, 

I —H X I-+X 

que les Aires ou les quadrilatères Hyperboliques font les Logarit- 
mes des Abfciffcs. Ce qn' il fallait &c. 

Maintenant pour trou ver la valeur d’un Logaritme quelconque 
repréfenté par/, i H-x, il n’y a qu’à en prendre la différence 

dx 

“_ + " , & à la convertir en ferie dx — xdx— i-&c. dont l’integra- 

ledéja trouvée ailleurs , eft x — j x x -f j — &c. laquelle fuppo- 
fant.v= i , s=s-j-+ J — 

$ ' 
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IV. 


De la Logarithmique. 

S A Théorie découle immédiatement de la précédente. Car la 
Logarithmique n’cft , en quelque forte , qu’une Hyperbole infi- 
niment gronde , dont les Quadrilatères fc font développés en Lignes , 
qui fervent à'Ordonnées à cette Courbe transformée ( puifqu’en ef- 
fet les Ordonnées font ici les Logarithmes des Abfcilïès Corrcf- 

Ï ondantcs. De forte qucy=*lx eft proprement l’Equation de la 
.ogarithmique. 

D’oùl’on tire la principale Propriété de cette Courbe, qui eft 
d’avoir fes fouftangentes?^ , ou = i s c’eft-à-dire, confian- 
tes 8c par tout les mêmes. En effet ^ =/.*■ donne dy=dlx => — 
fuivant la do&rinc du Calcul Logarithmique & Exponentiel. * 
D’où xdy = dx , 8cx=»^, xy = Or xy = s, c’cft-à-di- 

rc , que xy marque un rapport réciproque entre les Abfciffcs 8c le* 
Ordonnées, tel qu'il régné dans l’Hyperbole, or tout rapport ré- 
ciproque eft un rapport confiant, car? x?= i. Et l’on fait qu* 

^cft la formule des fouftangentes. 

Autre propriété de la Logaritmique ; c’cft d’avoir fa Quadratu- 
re finie en grandeur , quoiqu’Afymptotique , & infinie en lon- 
gueur. Car =a a donne ydx =a ady : donc ady eft l'Elément de 

cettte Quadrature Logaritmique : or ay eft l’intégrale jufte de 
ady. 

De forte que l’efpace Afymptotiquc renfermé entre une Ordon- 
née, la Courbe Logaritmique 8c fon Afymptote , eft égal au Rec- 
tangle fini de la fouftangentes 8c de l’Ordonnée y. 

Et comme cctce Ordonnée y eft = à un Quadrilatère Hyperbo- 
liqueou à un Logaritme /, i -+An=# i — j-bj— i 8cc. , l'Aire 

Logaritmique 
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I.ogarîtmiquc eft esta — -a -+ '-ça — 

fi ‘ 

I G ro mètres profonds doivent voir, que la Méthode des 
infi . .c rands n'rft pas fimplemcntune Méthode, ou une ma- 
niéré uc traiter des choies réellement finies , St que la Logarirmi- 
queeft réellement Se dans fa notion la pluscorrettc , une Hyperbo- 
le infiniment grande. 

Car il ne faut pas prendre à la lettre , ce que les Géomètres difent 
avec trop peu d’exattitude & que je viens de dircaufii , quel’Efpa- 
ce Logantmiqnecftfini. 

Cela ne doit s’entendre que du point de vue où nous prenons 
cette Courbe, terminée d’un côté par une Ordonnée^ = 1 — r 
-b- Stc.fiuic.Maisce n’cft-là que la plus petite extrémité de cette 
Courbe , St le dévelopemcnr d’un Quadrilatère Hyperbolique infi- 
niment petit placé au fil à l’extrémité de l’cfpscc Âiymptotiquc de 
l’Hyperbole. 

De ce côté-là les Ordonnées delà Logaritmique vont toujours 
en diminuant, mais de l’autre côté les Géomètres fçavcnt bien quel- 
les vonren augmentant à l'infini; & rien n’empêche effldivc- 
ment qu’on ne prenne des Ordonnnées y & des Logarithmes /. 1 
— p x , de plus en plus grands à l’infini. 

Suppolantdoncj=« * — 1 — — f r *-+ r Stc , alors ,iy fera aulfi 
infinie lorlque^= e» == 1 — f- 1 — h 1 —4- 1 Stc , alors ay fera 
infiniment infinie , St je pente , = 1 -+ 1 -+ J -+ 4 Stc. 

Cela qui femble donner à la Logaritmique la forme CDB rela- 
tivement à l’Hyperbole COB , dont les Afymptotcs font AC , 
AB , en fuppolant les points extrêmes C , B , infiniment loin du 
point A , St le point D même infiniment loin du fommet O. 

De forte que l’Efpacc Logaritmique entier AB DCA cft infini- 
ment peu différent de PEfpacc Triangulaire ABC , le Segment 
Courbe CDB étant un infini du premier Ordre feulement .comme 
X’Efpacc Afymptotique ABOCàc l’Hyperbole. 

Une choie furprendraici les Geometres, c’eftque je détermine 
le cours entier de la Logaritmique, St qitc je lui donne deux Afymp- 
totes , car il ne lui en ont donné qu’une jufqu’ici. 

Mais outre bien des raifons que réfultcnt de la Théorie précé- 
dente, je remarque que dans le fyffêmc de la Logaritmique , il cft 
indiff érent de prendre les Ablciffes pour Ordonnées , St les Ordon- 
nées pour Abfciflcs , de C vers A, ou de B vers A , comme dans 

Tome //,- Ee 
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1’Hyperbdc j &quc 4e même on peut prendre celles ci pour les 
Logarithmes de celles-là, ou celles-là pour &c. la proportion Arith- 
métique ou la Géométrique pouvant régner , indifféremment, 
dans les unes ou dans les autres. 

D’ailleurs l’Equation r ~ = a , donne qui fait voir que 

lorfque/ cft infinie par rapport à a, dycft aufli infinie par rapport à 
dx , & cft par conféqucnt finie, puifquc dx cft infiniment petite j 
preuve évidente que/ eft Tangente 8c Tangente Afymptoti- 
que { puifque pendant un cours fini clic ne s’éloigne de la Cour- 
be dont elle atteint la convexité , que d’un infiniment petit 
dx. 

Et d’ailleurs il fuffit de dire que la Souftangente <* cft infiniment 
petite par rapport à l’Ordonnée/ , pour conclure qu’elle eft nulle , 
& que l’O.donnéeeft Tangente elle-même. 

Ce qui diftinguc la Logarithmique , des autres Afymptoti- 
ques , & en particulier de l'Hyperbole , c'cft que fon Sommet 
D cft infiniment éloigné du concours A des Afymptotes. 
Remarqués aufli que l’Equation Hyperbolique xj =■ i donne 

pou r différence xdy y dx —o,8t -— = — x pou r la T angente, 

?dx dy 

qui ne diffère de la Tangente — a de la Logaritmique , que 

parce que la variable négative x le change ici en une confiante po- 
iitivc a. 

Cela ne vient que de la transformation du fini en infini : car dans 
l’infini, la variable devient confiante, & l'élévation du fini à l’infi- 
ni produit le même effet que l’élévation de la Racine au Quarré, 
ce qui change —en — t- -, puifqu’cn effet la Surface eft l’infini Géo- 
métrique de la ligne , & que x*cft l’infini de x. 



Digitized by GoogI 


Des Quadratures, % 1 y 

3. i-i !ÜJijliî.jii.jl4.4.3.i,4JL : i.jJ.3,3>lijü<îa}.3 'jÜ. 1 A3, 1 £3 i< 3. 

§e:**2gÿ--3| ; *£ 4 i* 

Î'Ï'Î'ÎTT? ? {T n-Ç 7'TT7 , 77Tr : -ÇTfTT7T'Ç7T7’7’?'7'ï=fV ! P 

CHAPITRE SECOND. 

Quadratures Hypothétiques. 


R T I C L 

Des Quadratures. 


r. 


I. 


Du Cylindre. 


O N peut regarder la furfacc du Cylindre , comme un Rec- 
tangle , qui a pour hauteur celle du Cylindre , & pour bafe 
une ligne égale à fon contour, ou bien on peut concevoir la fur- 
face du Cylindre comme une infinité de Rectangles qui ont la mê- 
me hauteur, & pour largeur un côté infiniment petit du Polygone 
circulaire qui fait le contour du Cylindre. 

Enfin , on pourroit, en regardant le Cylindre comme une infi- 
nité de Cercles mis les uns fur les autres , regarder la furface com- 
me une infinité de circonférences pofées l’une fur l’autre , & dont 
le nombre égale celui des points de la hauteur. * 

Ainfi de quelque maniéré qu’on l’envifage , on a la furface d’un 
Cylindre , en multipliant là circonférence par fa hauteur. De forte 
qu’un Cylindre qui auroit pour hauteur, la moitié du Rayon de 
fa circonférence, auroit précifément une furfacc égale au cercle 
de fa bafe. 


Z 2.0 
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I I. 

La Surface du Cône. 

E L l E eft comme compofée d’une infinité de petits triangles , 
dont la bafe fcroit les côtés infiniment petits du Poligone 
circulaire de la Bafe, & qui aboutiroienc tous, par leur pointe, 
à la pointe du Cône. 

De (ortc que cette furface eft égale à un Triangle qui auroit 

{ >our bafe la circonférence de la bafe du Cône , &c pour hauteur 
a longueur du Talud ou du côté oblique du Cône. 

On pourroit aufliconfidérer le Cône, comme une infinité de 
Cercles pofés les uns fur les autres , donc les circonférences uni- 
formément diminuées comme les rayons , formeraient la furface 
repréfentée par ces nombres uniformément croiftants i.i.j.+.Scc. 
dont la fommc=i '-x 1 . 

C’cft l’exprdfion d’un Triangle , qu’on trouverait aufti par le 
Calcul desinfinimentpetits.cn fuppofant les Circonférences va- 
riables du contour Conique, =ixdx , dont l’intégrale ssjr 1 . De 
forte que la furface du Cône eft la moitié de celle d’un Cylindre 
de même hauteur que le côcé oblique du Cône, & qui a même 
bafe. 


III. 

De la Sphere. 

I'XAns le Cercle, yy*=* 1 rx—xx, & iydy = udx — îxdx, 
&Cydy = r — xxdx , dont le Quarré eftyydy'msrr — irx-+ 

x xxdx 1 , &c dy l rrs™-" lTX ?* % - dx l . Mettant donc cette valeur de 

&rx— xx 

///‘dans T V df-+dx l qu’on a vu ci-deftùs être la Formule des 
Quadratures Courbes , nous aurons après les Réductions, & un 
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petit détail de façons Algébriques , -7 \l Scc.—cdx. 


ill 


Car 


rr—irx-fxx 


-dx l — dx x , & dx' ~+d/= 


zrx— xx 
rr 


1. Ainfi dy l 


dx'=^dx l , 8c y' 


dx l -b dy=*Ldx , 6c 2. V df-+dx' * =*-~-dx = cdx , dont l’inté- 
grale ex exprime la furface indéterminée de la Sphcre qui fe chan- 

È e en cr pour la furface de la demi Sphcre , 6c en icr pour celle de 
1 Sphère entière. 

D’où je tire cette belle propofition à'Archtmede , que U Surface 
de la Sphcre cjl quadruple de P Aire de fon Cercle générateur , c’cil-à- 
dire , du Cercle qui a le même Diamètre que cette Sphcre , 6c le 
produit par fa révolution. Car ceCcrcle = j <r, dont z cr eft Qua- 
druple. 

Et de-là fuit aufli cette autre Propofition du même Auteur , 
que la furface d’un Hemifphere , d'un Cône & d'un Cylindre de même 
hafe & hauteur y 8 ic. On trouveroit de même la furface d’un Co- 
noïde Parabolique , Elliptique, Hyperbolique , 6cc. C’eft un détail 
dont il faut laifler l'exercice 6c le plaifir de la découverte aux com- 
mençans , un peu routinés dans la lefture de cet ouvrage. 


IV. 


De la Cycleïde. 


R Eprenant ici la figure qui eft à la fin de P Art. I. Chap, 
préc. Les Ordonnées BQ , CT de l'Efpace Cicloïdal entier 
ADF , font uncompofé des Ordonnées circulaires B O , CP , 5 c 
des Arcs AO , ^IP.puifque AO<=OQ, AP=PT. 


Les Ordonnées de la Cycloïde font donc y-+u , 8c leurs différen- 
ces fontdr-f du. Or dans le Cercle nous venons de voir que dy=s 

V dx l -i- dy l Donc dy -+ du = 


r— x 

— ^-</x,6c que</« 



Géométrie Tranfccndante. 


dx , qui efl l’Elément de l’Ordonnée de la Cycloïde. 

y * 

Or comme cet Elément ne peut pas s intégrer , à eau Te de^«=a 


J , T x-—xx 8c qu’on ne peut par conféqucnt évaluer ydx , Elé- 
ment général des Quadratures qui fe changcroit ici en dxx S, 

Jü dx doublement différentiel , il faut ufer d'induftrie. 


y 

Remarque! que xdj peut auffi fervir de Formule pour les Qua- 
dratures, en prenant les courbes dans un autre point de vue St par 
l'extérieur , ce qui change les Ablcifles AU , AC , cnOrdonnécs 
QY , TfT, & les Ordonnées BQ , CT en Abfciffes A) , 
FEiément BQTC de l’Aire concave AFD en 1 Elément 1 
de l’Aire convexe AQTl-Z. 


Cet Elément eft &onz=WT *. dx-. 


trx-xt 


dx = jdx=ydx = dx y/ xrx — xx, Or c’eft là le propre 

Elément de la Quadrature du Cercle ou du demi Cercle AOPD. 
Donc l’Efpace extérieur AZF de la Cycloïde c= au dcmiCercle 
générateur. 

Or l’Efpace Rcftangle total AZFD eft quadruple de ce demi 
Cercle , puifquïl eft le produit de la demie circonférence DF 
par le Diamètre AD. Donc l’efpace Cycloïdal ADF eft triple 
du circulaire. Si l’Efpace renfermé entre le Cercle , la ligne cy- 
cloïdale & la bafe DF , eft double , &c. Quarrcz donc le Cercle , 
vous quarrerez la cycloïde , ou bien quarrez là , &c. 

Je laiffe aux commençans routines dans les Principes , par la 
Leffurc , de fc routiner auffi par {'Exercice , dans le détail des 
Quadratures particulières j par exemple , de 1 ’E/pace Cijfoïdal , 
qu’ils trouveront auffi triple de fon cercle générateur, & par confé- 
quent fini en grandeur ; quoiqu’Afymptotique & infini en lon- 
gueur ; de l'E/pace Conchotdal qu'ils trouveront fini auffi , qtioi- 
qu’Afymptotiquc , 8c quarrable relativement au ccrde ; de VEf- 
ptee spiral découvert le tiert de fon Cercle générateur par Ar- 
chimède , &c. 

Détail qu’ils trouveront allez nettement 8c allez amplement 
expolé dans le livre de M. Carré -, livre qui feroit complet en ce 


Digitized by Google 


Des Quadratures '. ^ 2 1 

Î ;cnrc , fi l'Auteur embraffant avec un peu' plus de vigueur , tout 
e fyftême des Quadratures , tracé par \' Archimède de t Angle- 
terre , dont il fe faifoit l’intcrprcte , ne fe fût pas borné au Prin- 
cipe le plus fimple du Calcul intégral , fans toucher aux gran- 
des Quadratures qui fe font par Approximation ou par ttypolbe - 
fe , & s’il n’eût même encore pmis ce qui regarde les Rectifica- 
tions. 

L'Analyfe démontrée du P. Reynaud cfi: un peu moins détail- 
lée pour les Exemples , mais elle l’eft mieux pour les principes 
& les grandes Méthodes. Seulement les membres du lyftêmç y 
font comme noyés dans une trop grande variété de Méthodes ou Je 
Maniérés , & l'cfprit de fyftême n’anime pas affez un corps fi vâgue 
& fi étendu. 

ARTICLE IJ I. 

Des Cubât ure s Hypoth. 


I. 


Du Cylindre é" du Cône. 


L E Cylindre étant évidemment un entaflement de cercles 
égaux, il n’y a qu’à multiplier le cercle de fa bafe par fa 
hauteur, ce qui donne { crh pourlacubaturcoulafolliditédu Cy- 
lindre. 

Pour le Cône il n’y a qu’à évaluer la Formule générale ’IH des 

ir 

Cubatures, ce qui cft facile. Car étant produit par la révolution 

d’un Triangle, /= g x , ou => r x , car ce Triangle a pour un côté 

ta 

la'Jiauteur h du Cône , & pour l’autre le Rayon r du cercle de fa ba- 
fe. Ainfi — =" y , dont l’intcgralc & fuppofant x =* 

if aha ° 6h 



il 4 Géométrie Tranfcendantc. 

h , le Cône fera j ebr , c’cft-à-dire , le tiers du Cylindre j ebr dâ mê- 
me bafe Se hauteur. 


II- 

De la Sphère. 



A formule s’y change en ll rx ' crx — cx—il x 1 dont l’integra 1 - 

*r ir 

le=rlfar l -^.v* qui en fuppofant x =r , cft^'or — ; err 


— \ err , Se la fphere entière cft = i err. Ce qui fait voir que don- 
uancàun Cylindre Se à un Cône , le diamètre de la fphere pour 
leur hauteur. Se pour diamètre de leur bafe. 

C’eft-à-dire, que inlcrivant une fphere Se un cône dans unCy- 
lindrc , la fph’cre cft égale au Cylindre moins le cône , Se le rapport 
de ces trois corps cft tfüprimé par ces trois nombres 3. 2. 1 . T rois 
choies fublimcs dans la Géométrie , dont le grand Archimède vou- 
lut , je crois , qu’on ornât fon Tonbcau.j 


III 


Du Conoïde Parabolique. 

D A n s la Parabole yy s= rx j Donc SL. — - — , dont Pinte* 

" . lr . 

grale = - x 1 , Se faifant x — r, \ err fait voir que ce Co- 
noïde cft la nioitié du Cylindre j err de mêmes bafe Se hau- 
teur. 

Vériré dont je crois la première découverte due à la l’Arcbime- 
dc de Flandre, Grégoire de S. Vincent, quieftlc premier qui a donné 
l’exemple d’enchérir , avec une cfpécc de profufion , fur les décou- 
vertesdu Géomètre de Syraeufe, dontilétoitaulErcfpc&ucux ad- 
mirateur que digne Emule,. 

,On 
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On peut de la même manière rrouver tenu le détail des Cubatu- 
rcs des autres ConoïJes quelconques , de l’Hypcrboloïdc , de 
l’ElIipfoïdc , du Sphéroïde , 2cc. Mais le Fuji au Hyperbolique , 
formé par la révolution de l’Efpacc Afymptotiquc inhni OCMP 
autour defon Afymptote OP , £t cubé par le célébré Torricelli , 
mérite que j’en parle à caufc du grand Paradoxe qui en réfulte, 
& quiabefoin de quelques éclaircillémcns , pour être mis à la por- 
tée des commcnçans , &. peut-être de tout le monde. 


IV. *• 

Du Fufeau Hyperbolique . 

S upposant OC = BC == AB = r , Sc la circonférence 
décrite par le point C dans la révolution du rayon OC autour 
c 

de O, == rj nous avons - y pour la circonférence décrite par le 

point M dans la révolution du rayon PM autour de P. Multi- 
pliant donc cette circonférence par la moitié du rayon^, nous au- 
c 

tons — yy pour l’Elément de la Cubaturc générale du fufeau en 
queftion. 

Orici xy=zrr , = rrx~* , SCy l t=r* x- 1 . Donc^jry=» 

■r’a r -1 pour l’Elément particulier du Fufeau Hyperbolique , le- 
quel Elément peut auflï être repréfenté par — - r’ x 1 dx , en lé 

multipliant par — dx carafteriftique des Eléments, laquelle a ici 
le ligne — à caufc que dans l’Hyperbole les Abfciflès diminuent, 
lorfaue les Ordonnées augmentent , & qu’en effet =,rrx~ l don- 
ne ay = — rrx * dx. 

Intégrant donc — dx > nous avons * r^x~ l = ~ yy. Or 

au point O l’Ordonnécj? = OC = r. Donc le fufeau entier cft =* 
jrrr, c’cft-à-dirc , égal au Cylindre formé par la. révolution du 
quarré ABCO autout de AO . 

Tome II. F f- • 
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Or ce Cylindre cft fini 8c très-borné , n'ayant pour hauteur que 
r , ôepour diamètre de fa bafe ir. Donc le fufeau hyperbolique 
cft fini engrandeur , quoiqu’infini en longueur. Mais la merveille 
n’cft pas qu’il foie fini quoiqu’infiniment long , toutcorps pou- 
vant être allongé à l’infini. Il cft vrai qu’alors il devient infi- 
niment mince, perdant en unfena ce qu’il regagne en un autre 
lens. 

Or le folidc en queftion cft bien éloigné d'être infiniment mince, 
puifqu’au contraire, produit par une efpacc infini en grandeur 
comme en longueur , 8c par conféqucnt infini, ce fcmblc, en 
deuxdlmcnfions, 8c fini danslatroifiéme, il devroit, cefemblcêtre 
infini en genre de folidc.’Cela femblc , mais le fait Géométrique 
contraire nous invite à imaginer de nouveaux principes 8c de nou- 
veaux raifonnemens. 

Cequ’ilyadc vrai , c’eft que, tout infini qu’eft l’cfpace Afym- 
ptotique générateur de ce folide, il n’cft pas fi grand qu’on le 
dirait bien. Nous avons déjà remarqué que c’cft un infini de 
la plus petite efpécei 8c il n’eft peut-être pas fi merveilleux 
que fon folidc ne foit pas infini , qu’il l’eft qu’il foit infini lui- 
même. 

Rappelions nos principes : cette furfacc Afymptotiqne cft infi- 
nie J elle équivaut donc à un folidc ; mais à quel folide ? Eft-ilfini , 
cft- il infiniment petit ? Car s’il cft fini , il ne peut que devenir in- 
fini, étant pris une infinité de fois, comme il l’eft dansla révo- 
lution s 8c s’il eft infiniment petit , comment équivaut-il à une fur- 
face infinie ? 

Cela eft réellement embaralTant } & je ne vois rien de plus claie 
fur la nature de ces infinis que de dire, encore une fois, qu’il n’eft 
ni fini ni infiniment petit, 8c qu’il y a un milieu Géométrique en- 
tre le fini 8c l'infinimcnt petit , entre la furfaceôcle folidc 5 ce qui 
dans le fond n’eft au’une affaire de rapports Géométriques, St 
n’cft pas plus difficile à concevoir que les Sarfolides de divers 
Degrés à l’infini , qu’pn a depuis long rems admis dans la Géo- 
métrie. 

C’eft ainfi qn’élcvant une perpendiculaire infiniment près» de 
l’extrémité du Diamettre circulaire } cette Ordonnée fera moyen- 
ne proportionnelle entre le Diamettre fini & fa différence in- 
finiment petite , 8c ne fera par conféquenc ni purement fi- 
nie ni purement infiniment petite , 8c fi on l’élevc au quarré 
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•lie fera un infiniment petit en fait de furface , 5 c un fini en fait de 
ligne. • . .. .. t .. 

Sans aller même fi loin , un cube fini qu’on allongcroit en urç 
parallelcpipede infiniment long , feroir infiniment petirpar fa lar- 
geur & fa profondeur , ou plutôt fa largeur & fa profondeur fe« 
roient mitoyennes entre l’infini 8c l’infiniment petit. 

Car autrement, infiniment petit par deux endroits fie infini par 
Un feul, le folide entier ne feroit qu'un infiniment petit du premier 
ordre des folides ; or nous le fuppofons fini. . , 

Mais pour mettre la chofe dans un point de vue moins, abltrair, 
moins Géométrique , plus Arithmériqae fie plus lumineux , rc- 

f irdons l’Efpace Afymptotique comme exprimé par l’infinité des 
ra&ions 7.7 . } Sic. dont chaque terme repréfente un© 
Ordonnée du l'Hyperbole Afymptotique , Si remarquons que 
ces lignes ne peuvent s’élever à des furiâccs , ni des frafkion» 
à leurs quarrés f. 7 . j . Sec. fans décroître , 8c décroître à l’in- 
fini. , 

Car j’ai fait voir que la Tomme de f . 7 . f . ficc. cft infinie , fie 
que celle de \ . 7 . 5 . ôfc. eft finie. Or ceci n’eft pas un fimple exem- 

F ie de la chofe , c’eft la chofe même j fie f . ^ .j • Scc. jcpréfcntant 
Efpaçe Afymptotique de l’Hyperbole^ 7 5. ficc, repréfente le 
fiifcau Hyperbolique en queftion. 

En effet chaque Ordonnée PM, OC Sic. décrivant Ion Cercle , 
fie les cercles étanreomme les quarrés des diamètres, &i même plus 
petits que ces quarrés circonfcritSj il cft démontré que 1 b fommede 
ces cercles , mis les uns fur les autres pour former le folide Afym- 
ptotique , cft finie. 

Et qu’on ne dife pas que cela prouvèrent trop , fçavoir que le 
folide Hyperbolique cft plus petit abfoltuncnt quel’Ëfpace Afym- 
protique : car il nel’cftquc nlativcmott , étant en genre de folide 
un plus petit folide , que TÉfpacc Afymptotique n’eft petit en faic 
de furface. 

Et pour le comprendre, il fuit regarder f . ; . f . Sic. comme 
des lignes far, { x , 7.V, ficc. Sc les quarrés^ Sic. comme des- 
quarrés véritables jr 1 , Jx*, %x l Sic. Or il eft clair que la fom- 
me de ceux-ci cft plus peticc Sc finie , en comparaifon de cel- 
le-là. 

Laraifon ultérieure en cft fondée fur la Géométrie fimple , fui-- 
vam laquelle les quarrés des frattions dccroiflcnr en raifon dou- 

F f ij. 


/ 
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blée : or dans l’Hyperbole, tant Géométrique que Grammaticale, 
toutes choies fonc renverfées, à caufe de Ta réciprocité des rap- ( 
ports.' t> : ri . ’ - r ; , ■ ci -, -m •. ’ 

Remarqués en paient, i*. Que j’ai eu raifon.de dire ailleurs, 
que la Quadrature du Cercle dépendoit de l’incegrationde la ferie 
7 . j i &c. ptiifquc fi on l’integroit , on integrcroit le Cylindre au- 
quelle fufeau Hyperbolique eft égali on connpîtroit doncjrrr, 
&le divifampar^ rr connu, on connoîtroit c , circonférence du 
cercle. . : ...... , 

i°. Que l’Hyperbole cubique xx/a t a fon Aire Afymptoti- 
que finie &, comme nous avons vu , = ixj ,c’eft-à-dire , en mê- 
me proportion par rapport au Rcétanglc de fes Coordonnées, 
que le fufeau en quellion cft par .rapport au Cylindre de fa bafe , Sc 
que les Ordonnées derette Hyperbole cubique font repréfentées 
par5;i.^.& c , car*w*^. 

3°. Que la Parabole dont les Ordonnées fçnt:r=yy ouj= xx, 
ce qui va au mêmeen renverfant le point de vue, de la concavité à 
la convexité , a pour anragonifte l’Hypcrbolc^==x - l , ou le foli- 
dc Hyperbolique en quefhont la Parabole étant =» t. 4. 9. té. &c. 
tandis que l’Hyperbole Cubique ou ce fufeau font-j-.j.i. -A, 
Scc. : ■■ v ..-A • 1 

De la même maniéré le Triangle rcétiligne ou l’Hyperbole con. 
cave entière qui cft 1. i. 3. 4. &c. a pour antagonifte l'efpace 
Afymptotiqne ~ . 7 . } &c. Toutes chofes qui nous font pénétrer 
dans la naturcla plus intime des Figures Géométriques. 



*«*#*»> 

♦ 
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A R T f C L ,E .1 I I. 

Des rc3ijications Hypoth. 


N O U s avons déjà vti que la Soutangente delà Cycloïde , eft =a 
à l’Arc du cercle générateur ; de forte que fi on connoifToic 
cette Soutangente , & fi on fçavoit tirer une Tangente à la Cy- 
cloïde, on re&ifieroit le Cercle ; & réciproquement , fi on re£ti- 
fioit le Cercle &c. L'Ordonnée même de U Cycloïde ne peut , comme 
on voit être déterminée Géométriquement , fans la rectification 
de l'Arc circulaire corrcljjondant. 

Et de même l ’ Ordonnée de la Logarithmique , & en général la dé- 
termination exacte des Logarirmcs , dépend des rectifications cir- 
culaires. Ce qui femble fournir un Paradoxe qui n'cft pourtant 
que dans l’cxprcffion, fçavoir , quon ne peut rectifier bien des lignes 


droites. 

Les Sinus mêmes & les Cordes des Cercles , & les côtés des Trian. 
glès font le plus fou vent irreclifahles , c’eft-à-dirc uniquement, 
'immefurahles , ce qui fait difparoîtrc tout le Paradoxe, & fert 
feulement à défabufer d'une vieille erreur , qu'il efl de foi plus 
difficile de mefurcr une ligne courbe qu’une droite j comme s’il 
n’y avbit pas des droites irreétifiables , & des courbes rectifia- 
bles. 

Du refte il y a des rectifications qui dépendent des quadratures , 
ou des cubatures , comme il y a des,&c. : le cercle feul le prouve- 
roitafTcz. Maisfans entrer dans aucun détail, je remarquerai que 
la feule Méthode inverfe des Tangentes , & la feule cxprcfîïon 

ïlîL. des fourangentes démontre allez la liaifon qu’il y a entre tou- 
<fr : # "• • •. ' ■ s " : 

tes les opérations Géométriques. , 

Car cette feule formule intégrée, donne la Ta ngcntej changée en 
^17, donne la perpendiculaire >ydx , la quadrature ; yydx la cubatu. 


re &c. Je me hâte de finir. 

_ Mais je ne puis paflcr une des grandes découvertes & Archimède , 

3 ni trouva, chofe fublimede fon tems & même du nôtre, que la 
outangentede la Spirale , qui porte fon nom , étoit égale à la Circon- 
férence du cercle générateur. 


13 o C éomtrle Trtofcendàtucf. 

En effet l’Equation de Cette Courbe eft cj=>rx , d’où dj e» 

-dx,ydx=i i xdx, & S= y ~ = S xyfxdivifé par ldx=x ; or 
c c dy * c 

x repréfente toute Portion de la circonférence, & même la cir- 
conférence entière. J’omets quelques façons. 

J’ai volontiers exalté , dans tout cet Ouvrage , le mérite & les 
découvertes des Géomètres modernes , à mefure que mon fujet 
me lésa préfentés. Mais enfiniffant je n'ai pû me difpenfer de faire 
réflexion , qu’en faififlknt le dernier but de la Géométrie , & 
qu’en donnant la mefure précité des chofcs, Archimède fe trou voit « 
partager avec tous les Modernes , la gloire des plus belles décou- 
vertes en ce genre. J’enaurois pû citer un plus grand nombre d’auf- 
fi belles; mais je me borne volontiers aux principes fie aux mécho* 
des générales. 

Il eft étonnant que , fans ces principes & fans ccs méthodes , ce 
grand homme ait atteint le but , d’auüî près que nous. 11 n’a pas 
quarré le cercle , nous ne le quarrons pas ; nous en approchons , il 
en a approché. Nous quarrons la Parabole, il l’a quarrée le pre- 
mier ; & , pour le moins , il a eû le coup d’œil de cous nos divers 
points de vue. Nous avons multiplié les Objets Géométriques, 
plutôt que les découvertes , fie perfectionné les manières , plutôt 
que les chofcs . 

La facilité que nous trouvons à faire tout ce qu’il a fait, eft le 
fruit du tems SC du nombre des efprits qui y ont travaillé. Nous 
n'allons pas plus vice dans les Sciences, ce font les Sciences qui 
vont plus vite dans nos mains: c'cft lui qui leur a comme donné le 
le premier eflor. Une pierre qui tombe va plus vîce aux derniers 
qu’aux premiers inftans de fa chute , fans recevoir plus de mou- 
vement aux endroits où elle paffe , qu’à ceux d'ou elle eft par* 
lie 

Tout ce que je veux dire, c’eftque, fi Archimède ne vaut pas 
mieux que les Modernes , les Modernes ne valent pas mieux 
qu’Archimede : fans parler qu’Archimcdea par-deffùs bien des 
Modernes* de n’avoir pas été feulement Géomètre mais Artifte ,. 
Machinifte, Politique , Homme d’Etat,Guerricr , 6c lui fçul, pen- 
dant trois ans, le bouclier de fa patrie & l’écueil de toute la Puif-* 
fance Romainc.danslctems que Romeforçoit Annihilée déferler 
l’italio* 
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Ce U foie dit ert paflànt pour rabatte un peu la hauteur 8c le (nf- 
te d’une petite foule de refafleurs d’x & de dx , qui , fans avoir 
en Ce point la gloire de l'invention, traitent de haut en bas Archi- 
mtdt , avec toute la fça vante Antiquité. 


RECAPITULATION GENERALE. 

L A vraie Récapitulation de cet Ouvrage , confiftc dans les 
fept premiers dévcloppemens , qu’on doit relire tout de fuite , 
ou du moins parcourir des yeux, pour remettre ou maintenir l’Or- 
dre dans ce grand détail d’idées géométriques , qui d’abord fe con- 
fondent & lèdétruifcnt mutuellement, dans un efprit qui n’a en- 
core ni la fermeté ni l’ufage de s’en rendre le maître. 

Dans un Ouvrage méthodique la liaifon cft telle , que la fin 8c 
le commencement Te touchent comme dans un cercle j c’eft pour- 
quoi je recommande à ceux qui voudront entrer dans l’efprit de 
la chofc , de finir par là toutes les Leftures qu’ils feront de cet 
Ouvrage. 

Moyennant cela jeftiisperfuadéque deux ou trois Le&ures fuf- 
firont pour être paflablement Géomètre , d'cfprit & de goût $ qua- 
tre ou cinq pour l’être de pfofeffion. Mais j« ne preferis point de 
terme à ceux qui voudront s’y rendre véritablement profonds , & 
pofleder jufqu'au dernier Détail , ou même en découvrir de nou- 
veaux, dont je puis dite qu’ils trouveront ici bien des fcmcnces , 
toutes prêtes à éclore. 

Si le Volume n’étoit déjà alîèZ étendu , j’aurois pu faireun nou- 
veau développement des Sciences Méchaniqucs 8c Cofmopraphi- 
ques , dont j’ai les Plans tout drcflfés jufqu’aux dernières brancncs. 
J’avois tou/ours compté de donner ce développement ; mais je n’a- 
vois pas compté pouflèr û loin la Géométrie. Comme je ne 
vouloisdonncr qu’un Volume, on m’a fait entendre qu’il valoir 
mieux commencer par la plus difficile des trois Sciences , 8c la don- 
nerenentier, que d’en donner trois imparfaites; d’autant mieux 
que je pourroisenfuire, dans un ou deux autres Volumes, achever 
ledétail desdeux autres , qui ne font pas à beaucoup près fi éloi- 
nées de la portée ordinaire , 8c qu’on pourrait allez fuppléer , avec 
es ébauches 8c les plans qu’on en trouve ici. 
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J’ajoute deux plans généraux , l'un de Taftique, l’autre de 
compofition de Mufique ,qui lervirontde Pierres d’attente, & met- 
tront peut êcre en goût d’en voir d’autres avec une explication dé- 
taillée de ceux-ci. C’cftau Public de décider , fi ce premier Ouvra» 
gccftlafindc mon travail à cet égard , ou un engagement pour un 
autre , qui pourra fuivre de près Ion fuffrage. 


F I N. 
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SERVANT D’ÉCLAIRCISSEMENT 

A 

LA MATHEMATIQUE 

UNIVERSELLE DU P. C. J. 


Des Sociétés Royales d’Angleterre, de Bordeaux; 
de Rouen , de Lyon , &c. 
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AVERTISSEMENT DE L’AUTEUR. 


Il 6 


/ ' Avois résolu et augmenter ma Mathématique dune efpéce 
de Table alphabétique qui tint lieu de Diélionaire Géométri- 
que , Mathématique même en général. Ce Diélionaire ejl fait. 
J ejl i me un Diélionaire, mai s je préféré la fcience même de la ihofc 
à la façon de la préfenter au Public. Affe^ de gens ont d'ailleurs 
le sfé le des Diélionaires. 

Je ne dis pas que dans la fuite , & même bientôt , jenepuijfe 
donner celui dont il s’agit , puifquil ejl fait ou à peu près , çÿ* 
qu’il n’a befoin que d'un peu plus et étendue pour être un Diélio- 
naire complet de Mathématique , dont je ne vois pas que nous 
ayons le fupplément dans celui ctOt^anam , même remanié. 

En attendant on m'a repréfenté , & fai compris que je pou - 
vois 0“ devois même ajouter à cet Ouvrage un nombre de Pièces 
Critiques , qui peuvent fervir d'éclaircijjement à la partie la plus 
élevée de ce Livre , qui ejl la Géométrie Tranfcendante. 

L'efprit de mon Livre ejl d'éclaircir la Géométrie en général. 
Je crois m’en être acquitté pour la Géométrie [impie , & pour U 
compofée. Je crois bien avoir mis aufft dans la Tranfcendante de 
quoi fufffament l'éclaircir ; mais fa Tranfcendante même la rend 
toujours un peu inéclair de pour les Géomètres mêmes. 

Plufteursen admettant même le Calcul de l'Infini , n’en goû- 
tent point trop les principes Métaphyftques , ou ne les admettent 
quedefuppoftion, de f aufft P o fit ion même. L'Infni ejl toujours 
infini, & révoltant pour les imaginations foibles ou un peu cabrées. 

On a vu M. Leibnitz même en mitiger les principes Méta- 
phyfiques fur fes vieux jours. Des Principes mitigés & palliatifs 
ne peuvent fervir a ce qui s'appelle Géométrie tout court. Or la 
Géométrie Tranfcendante , ou ri ejl point une Géométrie , ou doit 
être une Géométrie tout court, 

G i) 
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C'efl pour cette derniere notion que je combats dans un nombre 
de répliqués à des obje fiions quon me fit la-dtjfus au fujct d'un 
Paradoxe Géométrique tiré de mon Livre meme. 

D’habiles Géomètres combattirent C( Paradoxe. De plus ha- 
biles Géomètres , tels que M. de Fontenelle , t jfbbé le Franc , 
&c. l' adoptèrent &m aidèrent à en confiatcr la vérité Géométri- 
que. Les Critiques valent bien les réponfes en faitd’éclaircijfemens. 
Les unes jointes aux autres portent la théorie de l'infini à l’ évi- 
dence la plus digne d’Euclide çjr d'sdrchimede. 

Car voilà nos Régies , les Anciens en fait d’efprit Géomé- 
trique , de vérité Géométrique. En fait de vérité , tout ou rLn 
peut-on dire avec vérité, il feroit fâcheux qu’on put croire que 
la Géométrie a qu Ique recoin d'équivoque & de litigieux. 

La Géométrie Tranfcendante efl d'ailleurs fi belle, fi uti'e mê- 
me à la Géométrie fimple dont elle ne fl que lextenfion & l’éclair- 
ciffemcnt ultérieur , qu’il y auroit beaucoup à perdre pour les bons 
efprits , s'ils avoieni à la craindre ou à s'en défier comme de quel- 
que chofede fufpefl. 

Cela ne fit -il que les empêcher d'en ufer & de la perfeflionner t 
ce feroit un grvnd mal. Tel qui s'eft entêté contre elle en auroit 
été le promoteur , l' auroit portée à fon plus haut point , ou peut- 
être auroit par fon moyen achevé ce grand oeuvre de la Qua- 
drature du Cercle ou des Courbes en général. 

Je n'ajoute point ici un morceau qui n’aille à ce but , & qui ne 
foit effentiel. Réellement je recomois que M. G. de Marfeille^M. 
delà V. de Grenobble , M. le Chevalier de L. d'Orléans , le 
P. D. L. M. à Paris en me combattant ont dit d'excellentes 
chofes , çir donné & fait éclore de bons écldtrciffemens. 
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PARADOXE GEOMETRIQUE 

PROPOSÉ ET DÉMONTRÉ j 

PAR LE P. C. J. 


Mercure. i r . volume 17x8 de Juin , page im, 

P LUS on fait ufagc de fon cfpric , pinson trouve de raifons 
de fe défier de fes propres lumières. Les choies mêmes que 
nous croyons le mieux entendre , font fujettes à mille excep. 
tions que nous ne fçiurions prévoir, qui ont droit de nous dé- 
concerter , lorfqu'cilcs fe préfentent a nous pour la première 
fois. 

C’eft un axiome de la Géométrie vulgaire , St de la plus fim- 
ple Arithmétique, que fi d’une quantité on en ôcc une quantité 
égale, i! ne doit rien relier ( fi de io. on en ôte 10. le relie efl 
zéro 1 fi de 100 . on ôte 100. fi de Stc. ou même , fi d’une chofe 
on ôte toutes fes parties, fi de 10. on ôte j.enfuite3& puis x. 
le relie cil zéro. 

Tout le monde fçait cela, tout le monde le trouve évident , 
St il n’y a pas de petit Arithméticien de quatre jours, qui croye 
qu'il puifle y avoir quelqu’un dans le monde, qui entende cela 
mieux que lui. A la vérité, rien n’ell plus fimplc, que de dire 3. 
moins fait zéro, 9. moins 9. fait zéro. Voici pourtant deux 
faits Géométriques , tous deux démontrés St incontcllables. 

Si l’on prend tous les nombres fractionnaires naturels à l’infini , 
c’ell à-dire , ceux dont le numérateur cil l’unité , St dont les dé- 
nominateurs foient tous les nombres naturels fuccellivement 1. 1. 
3. 4. 5. Stc. ces fradtions en un mot , un unième , un deuxième , 
un tiers , un quart , un cinquième , un Jixitmc , dre. 
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Il eft démontré que la fomme des alternatifs pairs eft égale à la 
fomme des alternatifs impairs , c’cft-à-dire, qu’une moitié , tin 
quart, un fixiéme , un huitième , &c. (ont la même fomme que 
un unième , un tiers , un cinquième , dre. 

Rien n’eft plus facile" au refte, que la démonftration de cela. 
Car fi on divife la fuite entière par i. on aura la fuite des pairs, 
laquelle cft par conféqucnt la moitié de toute la fuite, dont les 
impairs (ont par conféquent aulfi l’autre moitié. 

Or il n'eft pas moins démontré que fi de tous les impars on ôte 
tous les pairs , le refte ne fera pas zéro , puifqu’au coutrairc , félon 
Mercator , adopté par tous les plus habiles Géomètres de ce iiécle, 
cette fuite i . moins une moitié , plus un tiers moins un quart , dre. 
cfl la valeur d’un quadrilatère hyperbolique. 

Au refte, ce n'eft pas le feul cas où cela fe trouve; il y en a 
desexemplcsà l’infini : La quadrature du Cercle par le célébré 
M. Leibnitz , cft au fil le refte de deux quantités égales ôtées l’une 
de l’autre. 

Ec qu’on ne dife pas qu’il y a ici du mal entendu , & quelque 
fophifmc 5 car non feulement cela cft ainfi , mais j’ajoute que cela 
doit-être à priori , comme on dit , & que parconféquent l’axiome 
vulgaire, iuivant lequel le refte de deux quantités égales ôtées l’u- 
ne ac l'autre , cft zéro , n’eft pas éxaék , ou plutôt n’eft pas affez 
généralement exprimé. 

Je donnerai bientôt le dénouement de ce Paradoxe. En atten- 
dant, je fouhaitc que quelqu’un me prévienne. Mais il faut être 
Géomètre Sc Géomètre infïnitaire , pour en trouver f apriori , 
qui eft tout (impie & un axiome aufli. 



Digitized by Google 


à la Géométrie Tranfcen Jante. 


tjO 


t • 

Penfée fur le Paradoxe Géométrique inférée dans le premier Volume 
du Mercure de ce mois , page 1 1 1 1. 

S I l'on prend la moitié de chaque terme qui com- C. B. A. 

pofe une progrcllion , on aura la moitié de la 
Comme de la progrellîon , foit que le nombre des ter- 
mes en Toit fini ou infini. 

Si deux progreflions A & B ont autant de termes 
l’une que l’autre , ôc que chaque terme de la pro- 
greflion A foit plus grand que le terme correfpondant 
de la progreflion B. C’eft-à-dire , que le premier ter- 
me de la progreflion A , foit plus grand que le pre- 
mier de la progreflion B , le fécond plus grand que 
le fécond, &c. la fournie de la progreflion A fera 
plus grande que la Comme de la progrefliqn B. . 

Suppofons deux progreflions A Sc B , dont tous 
les termes foieDt des rra&ions qui ayent pour nu- 
mérateur l’unité. Dans la progreflion A. les déno- 
minateurs font les nombres impairs, pris de fuite, 
ainfi le premier terme fera t , divifé par i , le fé- 
cond fera} , le troifiéme terme }, &c. & dans la progreflion B , 
les dénominateurs feront les nombres pairs pris de fuite. Ainfi le 
premier terme fera le fécond } , le troifiéme } &c. 

Si les deux progreflions ont un même nombre de termes , foit 
finis, foit infinis, la fom me delà progreflion A, fera plus grande 
que la Comme de la progreflion B. 

Démonft ration. 


Le premier terme de la progreflion A , eft plusgrand que le pre- 
mier terme de la progreflion B , le fécond plus grand que le fé- 
cond &c. donc la Comme de la progreflion À , eft plus grande que 
la fomme de la progreflion B . 

Suppofons une progreflion C , compoféc de fraftions , qui ayent 
toutes pour numérateur l’unité , & pour dénominateurs les nom- 
bres naturels, pris de fuite i . z . 3 . 4. j. &c. ainfi les termes feront 
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Si l’on prend une progreffion B , compofée de fraâions , qui 
ayent toutes pour numérateur l’unité, & pour dénominateurslcs 
nombres pairs , pris de fuite z. 4. 6. 8. &c. enforte que les termes 
loient; » 5 » 5 > ï > 

Si les deux progreffions ont autant de termes l’une que l’au- 
tre , la fomme de la fécondé fera la moitié de la fomme de la 
première. ' < 1 

Dcmonjlration. 

Le premier terme de la fécondé progrdîion , cft la moitié du 
premier terme de la première progreffion , le fécond , la moitié du 
fécond, Scc. donc la fomme de la fécondé progreffion , moitié de 
la fomme de la première progreffion. 

Remarquez bien que pour la vérité de' la propofirion , la fé- 
conde progreffion B , doit avoir aurant de termes que la progtcl- 
(ion C : le nombre des termes qui ont des nombres pairs pour 
dénominateurs, n’cftquc la moitié du nombre destcrmesqtii com* 
pofent la fécondé B , pmfquc qu’il n’eft que la moitié du nom- 
bre des termes qui composent la première C,s’y trouvant autant 
de fractions quipnt un dénotninaceur impair , qu’il s’y en trouve 
qui ont un dénominarcur pair. 

Ainfi la première progreffion C fc partage en deux progreffions, 
A &c B , dont A renferme les dénominateurs impairs , & B le* 
dénominateurs pairs; les femmes de ces deux progreffions A , 
B , ne feronrpas égales, mais la fomme de A fera plus grande. 
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Lettre de M de Fontenelle , Secrétaire perpétuel de l'Académie Royale 
des Sciences au P. Lajlel , Je fuite , fur le Paradoxe Géométrique , 
infère dans le Mercure de Juin , premier volume , écrite de Paris le 
il Juillet 1718. 


MON REVEREND PERE, 

J E lus hier dans le Mercure de Juin votre Paradoxe , qui effec- 
tivement en eft un des meilleurs , 6 c comme vous dites qu’il faut 
être Géomètre infinitairc pour le rétoudre , je crois que j’y pourrai 
mordre , parce que les idées de l’intîoi dont j’ai prétendu me foula- 
ger par l’imprefuon de mon Livre , me font pourtant encore af- 
fez familières , &c en effet , je trouvai dans le moment la folutiort 
que voici , qui me paraît à priori , comme vous le fouhaitcz. 

J'ai dit dans les Elémens de la Géométrie de l'Infini , page 4. que 
a étant le premier terme d'une progieffion Arithmétique, m y 
fa différence Sc », le nombre de les termes , la fomme dt 


ia-fnxr&c. 

Si je veux prendre par cette formule la fomme de la fuite in- 
finie des pairs de la fuite naturelle où 4=3 1, m=s 1 , h = “ , 
& la fomme infinie des impairs, oh 4=3 1 , Sim 8 c n les mêmes 

3 uc dans l’autre , je puis faire le calcul de deux manières , toutes 
eux légitimes. 

1 J’aurai pour les pairs , 4 — f- 00 x ‘S- =3 , & pour les im- 
pairs x -4-so x^= , les deux fommes font donc égales, & 

chacune eft la moitié de — 1 , fomme de la fuite naturelle infi- 
nie. 

a°. Mais je puis dire auffi pour les pairs 4 x "-f 00 x * t== 4 -2— 4 - 2 ^ 

fans faire difparoître le premier terme de cette grandeur com- 
plexe, jufqu’à ce que je l’aie comparée à la fomme des impairs.Cctte 

fomme fera ix^-+ en x. ^-= s 1 ~ Or en ôtant préfente- 

Tome LL His 
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ment la Comme des impairs de celle des pairs, J'aurai -+ ~ x — 

*" — * l t=e" différence des deux fommes , 6 C différence infi- 
nie , mais qui n’empêche pas leur égalité , parce qu’elles font d'un 
ordre fupéricur. 

En général, toutes les fois qu'on trouvera d’un côté , quedeux 
grandeurs Ton égales, & de l’autre qu’elles ne le font pas , ce qui 
ne peut venir que de ce qu’on les auraenvifagéesou calculées dif- 
féremment , il fetrouvera toujours qu’elles feront infinies d’un 
certain ordre, & auront une différence de l’ordre inférieur. Mes 
Elcmens font pleins de ce principe , il n’y a qu’à en faire l’applica- 
tion. Vous êtes le maître de faire de ceci tout ce qu'il vous plaira: 
je vous laiflcrois le meme pouvoir fur des choies beaucoup plus 
importantes. Je fuis avec refped , 

Mon Révérend Pcre , &cc. 


Remarques fur U Mercure de Juin far M. L. C. D. L. 

I L y a quelque tems qu’un de mes amis, qui voit ordinairement 
le Mercure de France , y trouva un Paradoxe propofé aux Géo- 
mètres, par le P.C. 

11 le copia 5 c me l'apporta ( 5 c comme il y a une difficulté afîèz 
finguliérc dans ce Paradoxe , & dont la folution ne fc préfente pas 
d’abord , j’ai cru qu’elle méritoic que quelqu’un en donnât l’éclair-i 
eiffement. Voici l'endroit en qudlion. 

Entrait du Mercure de Juin 1718. 

Si l'on prend tous les nombres fractionnaires naturels à l’infini , 
c’cft-à-dire,ceux dont le numérateur eft l’unité , & dont les déno- 
minateurs font tous les nombres naturels fucceffivement , 1.1.3. 
4. 5. ôcc. on aura cette fuite infinie de fra&ions, \ , i>t> »»T»i » 
&c. 

Il eft démontré que la fomme des alternatifs pairs , eft égale à la 
fomme des alternatifs impairs , c’eft-à dire , que { , £ , j , j &c. eft 
la même fomme que {• , ÿ , j , &c. qui eft la fomme des alter- 
natifs impairs. 
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La démor.ftration en eft facile , car en divifant la fuice entière par 
a ,c’eft-à-dire , multipliant tous les dénominateurs de la première 
fuite par 1 , on aura cette feric ou fuite , j , g , j , 6 cc. qui eft 
celle des dénominateurs pairs qu*on a trouvée ci-dcffus , laquelle 
eft parconféquent la moitié delà fuite entière , dont la fuite des 
impairs eft parconféquent l’autre moitié. 

Or il n’eu pas moins démontré , que fi de tous les impairs on ôte 
tous les pairs , le refte ne fera pas 0 , puifqu’au contraire félon Mer- 
cator, adopté parles plus habiles Géomètres de ce fiécle , cette fui- 
te 1 — 7“+ r — ~ , eft la valeur d’un quadrilatère hyperbolique , 
&c. juiq’uicice font les termes du P. C. 

Solution Je U difficulté 

Pour abréger les expreffions, je vais nommer chaque fuite ou ferie 
par une lettre, foit donc la fournie entière premièrement propofée 
fçavoir, 7, &c. nommée ,< 4 . La feric qui n’a que 

les termes impairs pour dénominateurs , qui eft j.i» 

&c. foit B. Celle qui n’a pour dénominateurs de ces termes que 
les nombres pairs , qui eft r j T , -, , ,' 0 , &c. foit nommée C. 

Enfin , la fuite ou ferie qui eft formée par la divifion par 1. 
des termes de la fuite ^,011 ce qui eft la même chofe , par la mul- 
tiplication de tous les dénominateurs de cette fuite A. par a. qui eft 
5 y 5 » ï > ï * & c - 4 - fo* nommée D. 

Il eft évident que chaque terme de cette première ferie n’eft 
que la moitié de chaque terme correfpondant de la ferie A , & que 
cette dcrnicre ferie D. a autant de termes que la ferie A , puifquc 
chaque terme de A a fourni un terme à D. dont la ferie D fera pré- 
cifément la moitié de la première A. Ce la eft inconreftablc. 

Mais la ferie C. des termes pairs , n’a que la moitié des termes 
de la première ferie A. puifqu’clle n’eft compofée que des termes 
qui avoient des dénominateurs pairs , & que tous les termes qui 
avoient des dénominateurs impairs , n’en ont point fourni à cette 
ferie C. Or il y avoit dans la feriez, autant de termes qui avoient 
des dénominateurs impairs , que de ceux qui en avoient de pairs, 
car il y a autant de nombres impairs qu’il y a de nombres pairs; 
donc la ferie C. n’a que la moitié des termes de ce qu’avoit la feric 
A. donc cette ferie D. a le double des termes de la ferie C. 

Mais tous les termes de ces deux fériés font égaux en valeur, 

Hbij 
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donc celle qui a le moins de termes doit être moindre que celle qui 
en a le plus j or toute ferie ayant un nombre infini de termes, la 
moitié d’un nombre infini cft infini j donc la fcric C. manque d’un 
nombre infini de termes qu’a la lerieO. 

Mais comme ce nombre infini de termes qui lui manque , fait 
la dcrnicre moitié de cette {crie , & que la premiene moitié a aufti 
un nombre infini de termes , il s’enfuit que tous les termes de 
cette fécondé moicié qui manque, font infiniment petits j or un 
nombre infini de termes, chacun infiniment petits, fait une quan- 
tité finie ; donc laferic C.cft moindre que la ferie D. d’une quan- 
tité finie. 

Mais nous avons vu que la ferie D. étoit exactement la moitié 
de la ferie A. donc la fencC.eft moindre que la moitié de /l. d'une 
quantité finie, S c que la (trie B. qui avec C. compofoit la ferie 
A. fera donc plus grande que la moicié de A. de la même quan- 
tité , donc C. cft moindre que cette même moitié ; donc la fcric 
C. cft fort éloignée d’être égale à B . comme on le croyoit , ce qui 
s’accorde avec les démonftrationsdeMcrcator,maisque je ne me 
fouvienspas d’avoirvues. 

Ainfi ces deux ferics C. & D. n’étoient égales qu’en apparence , 
puifqu’cllcs n’avoient pas le même nombre de termes, à quoi il 
cft quelquefois néceffaire de prendre garde , fi l’on ne veut pas tom- 
ber dans l'erreur. 

Mais ce qu’il y a de plus fingulier dans ceci , cft que le P. C. 
voyant d’un côré un axiome clair, fimple &incontellable,&:dc 
l’autre une démonftration , à ce qu’il croyoit , qui étoit contraire, 
eut pris le parti de s’en tenir à la prétendue démonftration contre 
l’axiome. 

Qu’elle démonftration peut l'emporter contre un axiome, Sc 
fur tout contre un axiome aufii évident que celui-ci ? 

Une démonftration à toujours plu (leurs parties qu’il cft nécefi- 
fairede difcuterlcs unes a près les au très, Si l’on n’eftfûrdcla vé- 
rité , que quand on l’a allez examinée pour être convaincu qu'on 
n’a pallé aucune de ces parties fans examen, & qu’on a clairement 
compris la liaifon que toutes ces parties avoient cntr’clles, au lieu 
que l’axiome en queftion cft d'une fimplicité, & d’une telle évi- 
dence, quelelprit de quiconque a un peu de bon fins, nefi;auroic 
rcfuftr fon conlcntcmcnt à cette vérité, & il n’cft aucunement 
n^ceftaire d’être Géomètre pour cela, bien loin d’être lafiuitairc. 
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Auffi l’Auteur n’a-t’il pas mieux réufli, lorfqu’il a avancé fans 
aucune preuve , du moinsqu’il ait donnée, que la Quadrature du 
Cercle de M. Leibnitz. , n’étoit que le refte de deux quantités éga- 
lesôtées l’une de l’autre. La Quadrature du Cercle de M. Léibmtz. 
eft telle. 

C’cft cette fcrie.f — — ^-+-7 — 

7^ c’cft-àdire , que c’cft 7 -+ f -+ 5— 77 Sec. donc on (ouf- 
trait cette autre 7 -+ f Sec. 

Mais on ne voit pas fur quoi (c fonde le P. C. pour dire que ces 
deux fériés font égales, clics différent l’une de l’autre d’un nom- 
bre égala l’Aire du Cercle, félon M. Leibnitz, , l'aire du Quarré 
circonfcric au même Cercle, étant exprimée par l'unité. 

En général Iorfque deux feries font formées de termes alter- 
natifs, qui vont tous en diminuant, celle qui a le plus grand pre- 
mier terme cfl: toujours plus grande, que celle dont le premier 
terme eft moindre , parce que le premier terme l’emporte (urtous 
les autres. 

Ainfi dans les deux feries ci-dcffus B. & C. la ferie B. dont le pre- 
mier terme étoit 7 ou j , étant plus grand que le premier terme 
l de la ferie C. doit l'emporter fur B. d’une quantité finie, quoi- 
qu'on nepuiffe pas pour cela fcul dire au jufte de combien. Ainfi 
nous attendons la prétendue démonffration que le P. C- promet 
&fon axiomcaufli , qui doit être quelque chofc de curieux. 


Rtponfe du P. C. J. à la Lettre de M. de Fonttnellt , 
fur le Paradoxe Géométrique. 

MONSIEUR, 

J ’A 1 reflènti plus de plaifir que je n’ai eu de furprife de la 
prompte & belle réfolution que vous m’avez envoyée du Para- 
doxe Géométrique. Eh pour qui ces fortes de réfolutions feroient- 
elles réfervées , fi ce n’étoit pour vous? 

Je vous l’ai dit dans d’autres lettres : je mmagine que tous les 
recoins de la Géométrie de l’Infini vous font connus, Se que 
les Paradoxes des autres , font à votre égard , des vérités ancien- 
nes , familières & prefquc triviales. Celui dont il s’agit ici , dé- 

? 
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coule immédiatement de la Géométrie de l’Infini. 

Car dès qu'il eft établi que deux grandeurs font égales, quoi- 

3 u’ellcs différent d’un infiniment petit , il eft démontré auflj que 
eux grandeurs different d’un infinimentpetit, quoiqu’elles foient 
égales. Mais du refte , toutes choies démontrent la vérité du 
Paradoxe. 

Caries Anti Infinitaires, qui s'amufent à chicaner fur les ap- 
parences, au lieu de s’inftruirc folidement du fond deschofes, 
regardent le fyftême de l’Infini comme ruineux 6 c plein de mille 
contradi&ions. 

Or j’ofe dire que nous n’avons rien de mieux lié , & qui fc con- 
cilie mieux en foi & avec tout le refte , que toutes les parties de 
ce fyftême s & qn’il n’y a pas de vérités Géométriques plus fécondes 
en démonftrations Scen démonftrations faciles , que celles de l’In- 
fini , lclquclles ne font Paradoxes que parce que le fujet lur quoi 
elles roulent , eft naturellement élevé , & peu à lapoitéc des cfi 
prits vulgaires. 

Ce Paradoxe en particulier , que vous déduifez fort bien de 
votre théorie , peut fe démontrer de vingt manières différen- 
tes. 

Par exemple je le trouve dans la formule un plus n : 2 de la Tom- 
me des nombres i. i. 3. 4. Sec. car lorfque » eft infini , la formule 
eft toujours nn plus n : 1 qui s’accorde avec votre k : 2. à mer- 
veille, quoiqu’on difent les Anti-lnfnit tires. 

Ils feroient bien embar raflés à expliquer comment un fyftême 
plein de fauflètés , n’cft pas plein de contradictions , fie comment 
en prenant les chemins les plus divers, on y aboutit toujours au 
même but. 

Voici une démonftration par induûion plus intelligible pour 
tout le monde. Je mets tous les nombres impairs 1.3. 5. 7. &c. 
d’un côté, & tous les pairs 2. 4. 6 . S. &c. d’un autre côté. En- 
fuite je prends la fomme 4. des deux premiers impairs , je la com- 
pare à la fomme 6 . des deux premiers pairs , & je remarque que 
4 diffère de (S. d’un tiers. 

Mais prenant la fomme 9. des trois premiers impairs , je la 
trouve différente feulement d’un quart de la fomme 12. des trois 
premiers pairs. 

Enfin , comparant la fomme des trois premiers termes , la dif- 
férence n’cftque d’un cinquième, prenant cinq termes de part 6 i 
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d’autre , la différence des fommes n’eft qu'un fixiéme , te toujours 
les différences diminuent. 

Donc , lorfque l’augmentation des termes cft auffî grandequ'eJic 
peut-être, les différences font aulE petites qu’elles peuvent être, 
elles font doncnulles. 

Car tout ce qui exifte peut être encore plus petit qu'il n’eft. 
Mais c’eft géométriquement qu’elles font nulles , étant arithmé- 
tiquement quelque chofc& mêmes infinies. 

Autre démonfiration Géométrique. 

Concevons un Triangle plein de lignes parallèles à fa bafe, mais 
fi près que ces lignes foient infiniment voinucs (ans intervalle con- 
tiguës 2c collées l'une à l’autre. 

Les yeux ne voyent point cela, mais l’cfprit le conçoit. Je prends 
fa bafe que j’appelle la première de ces lignes, je ne prends pas la 
féconde , mus la troiuéme, je laifle la quatrième , je prends la cin- 
quième, & toujours alternativement toutes les impaires depuis la 
bafe jufqu'à la pointe. 

Je les réunis toutesen un triangle; or je le puis, & il eft dé- 
montré qu’un triangle qui a même bafe que le précédent 2c une 
demie hauteur , cft le meme que celui que je forme ainfi de toutes 
les Ordonnées impaires du premier. 

J'en forme maintenant un nouveau de toutes les lignes paires du 
même premier triangle. Or je prétends que ces deux triangles par- 
tiels font exactement égaux l’un à l’autre dans la plus grande ri- 
gueur Géométrique , quoique toutes les lignes intégrantes du fé- 
cond foient plus petites que toutes celles du premier. 

Je le démontre, 2c cette démonftration cft auffi rigoureufe 
qu’aucune de celles d’Euclide. Car ces deux triangles cnfcmble 
font égaux au grand. Or le premier des deux cft la moitié exaCte 
de ce grand ; donc l’autre en eft auffi la moitié exacte. 

Je démontre la mineure. La bafedu premier eft la même que celle 
du grand , & fa hauteur eft la moitié jufte de la hauteur du grand , 
puilque j’ai pris la moitié des lignes du grand : donc ce qu'il fdloit 
démontrer. 

Voici encore une démon férotion qui vous paroîtra peut-être d’un 
goût nouveau , quoiqu’à la portée de tout le monde: Je l'appelle 
le b alun cernent des Sériés. 
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Elle confifte à démontrer que deux chofès font égales, en 
montrant qu’elles (ont inégales , mais également , l’une furpaf- 
fant l'autre autant que l’autre la furpafle -, de meme qu’on pourroic 
prouver l’égalité 8e l'équilibre de deux forces Méchaniques, en fai- 
lant voirqu’cllcs fe furmontent alternativement , , ÔC fe balancent 
autour du même centre d’équilibre. 

Or la Scrie des pairs 1. 4. 6. 8. Sec. comparée à celle des im- 
pairs 1. j. 5.7. &c. terme à terme la furmonre ; 1. furmonre 1 j 
4. furmonre 3 , ôte. & l’excès total e(t la moitié de toutes les unités 
à l'infini. 

Mais (ï delà fuite des impairs 3. j. 7. Sec. j’ôte le premier ter- 
me t . que je la réduife à 3. j . 7. 9. Ôte. &c que je la compare ainfi 
tronquée avec 2.4. 6. 8. ôte. celle là , quoique diminuée , fur- 
montera maintenant celle-ci , car 3.(11 rpaflè a. &c. 

Je puis m’en tenir là -, mais pour mettre la démonftration à l’a- 
bri déroutes les chicanes, je puis encore ôter le premier terme 
delà fuite des pairs, & l’ayant réduitesà 4. 6. 8. io.ôtc. la com- 
parer avec 3. 5. 7.9» ôte. ôt puis comparer 5.7.9. U. Ôcc. avec 
4. 6. 8. ôte. 

Quoique tout cela ne foit que divcrfesdémonftrationsde la mê- 
me chofc , je compte, Moniieur, que vous ne le trouverez pas 
inutile , finon pour les Géomètres , du moins pour rendre tels ceux 
qui ne le (ont pas. 

Car je vousavoue que je fuis a(Tèz zélé partifan de la Géomé- 
trie , pour êtrefe ifiblc à tous lesdifcours qu’on tient fur fon comp- 
te à l’occafion de l’Infini, Je fats bien qu’on peut méprifer ces dis- 
cours , & aller toujours ion train , en travaillant de plus en 

f lus, à votre exemple, pour la perfection de la Géométrie de 
Infini. 

Mais j’avoue mon foiblc en ce point. Je me demande quelque- 
fois à moi même , & je prends la liberté de le demander auili aux 
Géomètres. Pour qui travaillons nous , en perfectionnant à l’in- 
fini la Géométrie/ 1 Dès les élémens de notre fcience, on ne nous 
entend déjà plus. 

C’eftbicn pis dans notre Géométrie de l’Infini : nous ferions 
bienheureux qu’on voulût convenir qu'on ne nous y entend pluSi 
mais on nous regarde comme des gens égarés , qui hcurtentàcha- 
que pas le fens commun. C’efi leur (aine, difons-nous ; mais 
nous fommes un fi petit nombre qui le difotis , que je (crois pres- 
que 
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que tenté de dire que c’eft la nôtre } fur tout lorfqueje fais atten- 
tion qu'après tout , ceux qui nous condamnent ne font pas des 
perfonnes qu’on puillc méprifer. 

Sentez-vous , Monficur , combien on cft à plaindre d’avoirà 
mépriler les difeours des perfonnes qu’on eftime le plus, & com- 
bien il feroit dateur au contraire d’en être applaudi à fon tour/ 
je fais bien que c’eft leur faute de condamner une fcience qu'ils 
n’entendent pas , mais n’cft ce pas la nôtre s’ils ne l’entendent 
pas? Car enfin, c’eft pour eux que nous faifons des livres, & 
s’ils ne nous entendent pas , quicft-ce qui nous entendra ? 

Que prétendons-nous/ Que fans nous entendre, ils fouferi- 
ventàtous nos Paradoxes ? Ils n’ont garde, & nous les méprile- 
rions fort s’ils en étoient capables. S’ils ne s’y rendent pas, conve- 
nons donc que nous ne nous fommes pasencoreaflèz expliqués, 8c 
tâchons à nous mieux expliquer. 

C'eftle parti que j’ai pris & que je prendrai toujours, perfuadé 
qu’en multipliant les démonftrations & les explications , on multi- 
plie les Géomètres , chofe à laquelle je vife depuis long-tems , 8c 

Î iour la pcrfe&ion du genre humain , à qui la Géométrie cft fi titi- 
e & finéceflaire, 8c pour la gloire de la Géométrie 8c des Géo- 
mètres qu’on admirera d’autant plus , qu’on les connoîtra mieux. 

J’ajoute même pour votre gloire, puifqu’après le bel Ouvrage 
que vous venez de donner , la Géométrie ne peur acquérir un par- 
tifan , que vous n’acquériez un admirateur. Et c’eft-là pour moi 
un nouveau motifdc travailler à faciliter cette fcience, étant avec 
rcfpefk , Monfîeur , votre , 8cc. Cartel , Jéfuitc. 

P. S. Je remplirai la page en ajoutant que la Scrie pleine des 
impairs 1. 3. 5.7. 9. &c. cft évidemment égale à nn. Car 1. & 3. 
font x fois » } 1 & 3 & 5. font 3 fois 3 1 1 & 3. & 3. & 7. font 4 
foiS4,&c. 8c quedetnêmelaScriepleinedespairsx.4.6.&c.cft 
égale à nn plus «.Car x. 4. 6. 8. &c. cft le double de 1. x. 3.4. &c. 
Les Séries aont vous parlez dans votre lettre , & dont j’ai parlé dans 
la mienne pour m’y conformer , ne font que des dcmie-Serics pour 
le nombre des termes , 8c des quarts de Séries pour la fomme. 




Tome H, 
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Littré fur le Paradoxe du P. C. J. 

tirée du Mercure de Septembre 1718. page 1977. 

L E premier volume de votre Journal de Juin m’étant tombé 
entre les mains , jai vu , Moniteur , page mi- & fuiv.quc 
le P. C. prétend établir ce Paradoxe, que la différence de deux 
grandeurs égales n’eft pas toujours nulle. 11 tâche de le prouver , en 
rapportant les deux fuites 1 plus } plus j &c. & 7 plus 5 plus j 8cc. 
qui font égales, dit-il, & dont la différence eft néanmoins une 
grandeur fenfible. 

Mais le P. C. oublie d’avertir les Le&curs, que fes deux fui- 
tes forment des quantités infiniment grandes) ce qui feroit tout-à- 
fait propre à faire ceffcr le Paradoxe , pour les perfonnes mômes 
qui ne (croient nullement Géomètres. 

En effet, le fini s'évanouiflant lorfqu’on le compare à l’Infini , 
U n’étant rien par rapport à lui , tout le monde fait qu'on peuc 
regarder comme égales deux grandeurs infinies, auffitôt que l'une 
ne furpafle l’autre que d'un excès limité. 

D’où il fuie que tes deux Sériés dont il s’agit , formant des quan- 
tités infinies , &c étant égales , mais non pas d’une égalité rigoureu/è, 
il eft très-poffibie , qu’en ôtant l’une de l’autre , il ne refte pas zéro 
abfolu-, mais une certaine grandeur déterminée. 

Aufurplus, on voit tres-aifément que les deux Sériés 1 plus}- 
plus 7 &c. Sc plus } plus j &c. compofécs d’un égale nombro 
de termes , ne font pas rtgoureufement égales : car jointes enfcmblç 
elles font 1 plus j plus i plus plus \ plus j &c. U chacune des 
deux fuites devroit donc être la moitié de cette fomme. 

Mais la fuite j plus plus j &c. au lieu d’être la moitié de toute 
la fomme , ne l’cft ici , comme on voit , que des trois premiers 
termes ( & fi on prenoit les deux fuites à l'infini j la fécondé 
plus } plus &c. ne (croit encore moitié que de la fomme 1 plus 
| plus ~ plus } plus i plus j &c. continuée feulement jufqu’à la 
moitié du nombre de fes termes. 

Or la Série } plus £ plus &c. étant toujours de cette forte 
moindre que la moitié ac la fomme 1 plus\ plus } plus ~ plus } &c. 
il faut néceffaircment que la première Sérié 1 plus j plus j &c. 
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foit plus gr*ndc , & ainfi il n'eft point furprenant, fi cllcfur- 
palïe l’autre d’une quantité déterminée. 

C'cft ce qui arrive aufli , comme le fçavoicnt déjà les Géomè- 
tres : mais le P. C. ajoute que cela doit arriver ainfi , à priori. Je 
finis , Monficur , car je n’ai nullement envie de priver le public 
des réflexions de cet Auteur. J’ai l’honneur d’être très-véritable- 
ment, votre très humble éc très obéilîàntfcrviteur. 

B. H. D. R. 


Mercure de Septembre 1718. page tjjSo. 

Lettre du P. C. à M. de la Roque au fujet du Paradoxe 
Géométrique. 

MONSIEUR, 

J ’Ai l’honneur de vous envoyer la fécondé Lettre anonimefur 
le Paradoxe Géométrique. Comme on ne vous l’a apparem- 
ment adreflèe que pour la rendre publique , ce feroit dommage 
de priver de cette fatisfaclion un Auteur , qui fans doute, a fait 
de fon mieux en écrivant , quoique je me ferois bien paflé 
d’une critique, que fon Auteur n’ofe avouer aux yeux du pu- 
blic. 

Ce n’eft pas la feule. 11 en vient de paraître une autre du mê- 
me cara&cre dans le dernier Mercure de Juillet page 1 j g j. fi l’on 
fait bien , pour quoi cherche-t-on les rénébres ? 

Et puis ne viendrat-on pas encore dire, que c’cft moi qui fais 
toutes ces critiques , comme l’ont dit quelquefois ceux qui en 
étoient les Auteurs, qui auraient bien lû fe faire connoîcrc, fi el- 
les a voient réuffi, maisqui me les attribuoient dès qu’ils en voyoient 
le mauvais fuccès? 

On n’en ufc pas ainfi lorfqu’on n’a en vue que le bien de la cho- 
fe ôc la vérité 5 6c je vous avoue que j’aurais laide tomber ces 
deux nouvelles critiques fans réponfc, fi l'Auteur de la première 
ne m’étoit connu , & fi je nel’eftimois allez pour palier par-deflus 
cette formalité , dont je le prie cependant de ne pas fe difpenfcr 
une autre fois , au cas que la réponfc que je m’en vais avoir l’hon- 
neur de lui faire , ne lui paroiüepasfuffifantc. 

i°. Je pourrais mécontenter d’oppofer aux deux anommes, 

h Ü \ 
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la lettre auffi folide qu’obligeante , dont M. de Fontenelle m’a 
honoré à cette occafion. Mais je n'ai befoin que d’eux -mêmes 
pour mettre le Paradoxe à couvert de leur attaque. 

Ils vont au même but tous deux, l’un en voulant prouver qu’il 
cft faux, l’autre en fe donnant pour un homme pour qui c’cft une 
vérité commune. 

Mais à quelque but qu’ils aillent , ils me permettront de les 
Ijaener au mien. Un Paradoxe , cft une vérité réelle , jointe à une 
faujfeté apparente. Qu’on joigne les deux critiques cnfemblc, l’un 

f trouvera à l’autre , que c’cft une vérité , 8c celui-ci prouvera à cc- 
ui-ià , qu’il y a une apparence de fauficcé , ce qu'il falloit démon- 
trer. 

i° Le dernier anonime prétend que je n’avoisqu a avertir que 
les deux Sériés croient infinies , pour faire cclïer le Paradoxe. 
C*cft-là une manière de fe donner pour un homme qui fait la 
choie ; mais i°. j’aurois eu beau en avertir, je ne l’aurois appris 
qu’à ceux qui le favoient déjà. 

Plufieurs de ceux à qui on l’a dit depuis, l’ont nié , & je 
crois pouvoir citer le premier anonime , pour preuve qu’on 
peut être Géomètre & avoir beaucoup d’efprit fans le croire. 

jo. Le Paradoxe eût ccfle , dit-il , pour ceux qui font les moins 
Géomètres, fie ccpendantaujourd’hui même on connoît des gens 
d’efprit qui font même Géomètres jufqu’à un certain point , pour 
qui c’cft un Paradoxe & quelque choie de pis. 

4 °. Ce fécond anonime même, qui fc donne pour Infinitairc 
& pour un homme pour qui ceci n’eft point un Paradoxe, me 
permettra de lui faire remarquer qu’il n’a pas même pris l’état 
de laqueftion, & qu’il n’eft nullement de ceux pour qui le Para- 
doxe eût ccfle. 

Car ce Paradoxe neconfifte pas à dire que deux chofes ôtées l’u- 
ne de l’autre lailïcntun refte réel lorfqu’ellcs ne font pas riçoureu- 
fement égales. C’eft ainfi qu’il l’entend -, maisce n’eft pasainli que je 
l'ai entendu , ni qu’il faut l’entendre. 

Il s’agit de deux chofes dès - rigoureufement , géométrique- 
ment égales, qui nclaiftent pas, étant ôtées, de fc trouver arith- 
métiquement inégales , & c’eft pour le dire en palïant cette dif- 
tinffion encre l'égalité géométrique , & l'égalité arithmétique , qui 
donne le propre à priori , 8ç le dénouement complet au Para- 
doxe, 
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yo. Mais aocun des anonimes n’a pris la chofedu côtoie plus 
intérefïant. Ils fc font arrêtésaux préliminaires qui font une af- 
faire depuis affez long-temps démontrée parles Géomètres 

Leplusfingulicr n’cft pas que deux quantités égales ayent une 
différence infiniment petite par rapporta elles, ni quc</x foit nul- 
le par rapport à je s ou ixdx par rapport à xx. 

Tous ces dx font quelque choie de fort abftrait 8c de fort va- 
gue, que la plupart des gens regardent tout au plus comme des 
êtres de raifon qui n'ont point de lieu hors de l’idée des Géo- 
mètres. 

Au lieu qu’on fait ce qu’on dit, lorfqu’on dit que la différence 
de i. f. j. 8cc. eff x- 8cc. C’eft-à-dirc , une fuite dont tous 
les termes ont l’unité pour numérateur 8c pour dénominateurs 
fuccejîfs i fois i , 3 fois 4 , y fois 6 , 7 fois S , 8cc. à l’in- 
fini. 

Qu’un trianglea pour fa différentielle 1 .plus t. plus 1. plus 1. 
&c. que l’intégrale d’une ligne eft 1. 1.3.4. 8cc. que le quarré 
1 . plus 1 . plus 1 . &c. eft 1. 3# y. 7. &e. ou 1 .4.6. Sic. 

Que le quarré de 1.3. y. 7. Stc. eft &c. que la Quadrature delà 
Parabole eft 1. g. 1 8. 3 z. 8cc. Sic. 

Car on s’eft trop prefle de juger de ce Paradoxe , lorfqu’on s’y 
eft borné, 8c qu’on n’a pas vu que ce que j’y indiquois } valoir 
peut-être mieux que ce que j’en décrouvrois. 

6 °. Cependant comme c’eft une clef, je dois en établir la vé- 
rité exacte Ü rigoureufeconx.ee les oppofitions des deux anonimes , 
dont l’un , en le regardant comme non exact ; 8c l’autre comme non 
rigoureux , fc font également efforcés de le ruiner , mais inutile- 
ment, rien n’étant plus géométriquement vrai. 

J’ai aflés démontré cette vérité géométrique , Sc l'égalité ri - 
goureufe des deux fuites, dans une réponfc à M. de Fonrencllc , 
& je termincrois ici cette lettre , fi je n’avois rien de nouveau à 
ajouter. 

Les deux critiques n’en ont pas ufé de même , car ils n’ont dit 
quece que j’avois fuffifament indiqué, 8c qu’ils pouvoient bien 
fuppofer que je fa vois, 8c que tout le monde lavoir , puifquc c’é- 
toit même mon deffein de faire remarquer que 1 furpaüoit £ , que ~ 
furpafloitj, 8cc. 

6°. Mais c’eft la démonftration que j’ai indiquée de l’égalité des 
deux fuites qui a été contre mon intention, un piège pour ceux 
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qui fe font trop prefles de dire leur avis fur une matière *flcz déli- 
cate, & qu'il eft bon d’avoir long-tems remaniée avant que d’en par- 
lcr , fur tout pour contredire. 

Pour démontrer que i. j- & c. eft égale à J-, &c. j’ai dit 

qu’il n'y avoir qu’à prendre la moitié de la ferie entière 1 . {. j. &c. 
ce qui donne ^ ^ j , &c. C’eft-à-dire , tous les pairs. 

C’eft là-dcflüs qu’on a cru pouvoir trouver à mordre; car , a- 
t-on dit , il s’agic ici des pairs qui font alternatifs dans la ferie 
entière i.ÿ.j- . &c. & donc le nombreeft deux fois moindre que 
ceux qu’on trouve en divifant chaque terme de la ferie entière par 
la moitié. 

Or fi ceux-ci font la moitié de la ferie entière , a-t-on ajouté, 
les autres qui font en un nombre infiniment plus petit, font 
beaucoup moindres que la moitié , éce. on a cru ce railonncmcnt 
évident. 

70. Mais j’avois averti dès l’entrée du Paradoxe , que plus on 
fait nfage de fo» efprit , oins on trouve de rai font de fe défier de Jet pro- 
pres lumières , que Us ebofes qu'on crtit le mieux entendre , &c. j’avois 
même averti en Unifiant qu'il falloir être Géomètre infini taire pour 
démêler toutccci. 

Ce que j’avois dit en général , j’ai lcplaifir de le voirfe vérifier 
en détail. M. de Fontcncllc cil lnfinitairc , & cela fans équivoque , 
aufli a-t-il bien démêlé ce Paradoxe , peut-être moins parce qu’il 
eft lnfinitaire, que parce qu’il s’y eft porté avec une modeflie 
& une efpéce de défiance que l’on ne peut fe lafïèr d’admirer au 
commencement de fa lettre , page 1 588. du Journal de Juillet. 

L’air captieux de la démonftration indiquée , ne lui a pas iropofé 
un moment , & il a vu d’un coup d’œil que cette ferie , qui a deux 
fois plus de termes que l’autre , ne laiftè pas de lui relier exac- 
tement égale , le furplus de fes termes n’étant rien par rapport à 
elle. 

8°. Comme ce célébré Auteur ne s’étoit pas arrêté aux fuites 
fractionnaires , & qu’il étoit allé tout de fuite aux amendantes, 
que je n’avois fait qu’indiquer dans le Paradoxe , c’cft fur ces fé- 
riés afeendantes que j’ai fait rouler la réponfc que j’ai eu l’honneur 
de lui faire. 

C'cft pourquoi je dois indiquerici une nouvelle démonftration 
appropriée aux ferics fractionnaires. 

Comme j’ai démontré les ferics afeendantes par le triangle, je 
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puis démontrer les defccndantes par l’Hyperbole, qu’il n’yaqu’i 
concevoir divifée en une infinité d’Ordonnées dont les patres for- 
meront une nouvelle Hyberbole ou demi Hyperbole égale à 
celle des impairs qui leur font alternatives. 

Mais il y a une autre maniéré de divifer une Hyperbole ci* 
deuxi c'cften faifant paflèr entre fa circonférence & fcsafympto- 
tesune autre Hyperbolequi partage en deux toutes les Ordonnées, 
& cette manière le rapporte à la démonftration indiquée dans le Pa- 
radoxe de Juin. 

Voilà tout ce que j'avoisàdirela-delïus. Si les Critiques repli* 
qucnc , je les prie de me faire l’honneur de mettre leur nom à leurs 
Ouvrages i autrement je me croirai dilpenfé de leur répliquer 
moi-meme , d’autant mieux qu'en voilà , je penfe , allez pour les 
vrais Géomètres Infinitaires , fculs juges dans cette matière. Je 
fuis &c. 

Ce 8 Juillet. 


Mercure d’O&obre 1713. page x x x 1 . 

Réponfc du P. C. à M. L.C. D. L. écrites de Paris le 7 . Octobre 

17x8. 

MONSIEUR, 

J ’A 1 lu vos Remarques fur mon Paradoxe , imprimées , page 
178 5. du Mercure d’Août 1718. & d’abord ne fçaçhant pas 

Ï u’cllcs étoient de vous , & voyant que vous aviez eu le malheur 
e prendre un mauvais parti fur le Paradoxe Géométrique , j’a- 
vois réfolu de n’y rien répondre ) mais dès que j’ai fil pnrhazard 
quec’étoit l’ouvrage d’un Savant Académicien , 6c d’un Académi- 
cien dont j’eftime beaucoup le mérite , j’ai pris la plume pour vous 
prier d'agréer auffi quelques Remarques de ma part. 

i°. Pour le fond de la chofe , permettez-moi de vous renvoyer 
aux réponfes que j'ai eu l’honneur de faire au célébré Secrétaire de 
votre Académie , dans le même Mercure d’Août, 6c à deux ano- 
nymes dans le mois de Septembre. 

a 0 . J’avois averti qu’on eûtàfe défier un peu des apparences, 
& qu’il falloitêtrc Innnitairc. Je ne doute pas de votre fagcffcSc 
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de votre capacité à ces deux égards. Mais il cft vrai que vous 
heurtez un peu rudement les principes des lnfinitaires dans vos 
Remarques. 

3°. Je reconnois la folidité de tout ce que vous dites fur les 
démonftrations 8c fur les axiomes Géométriques 4 mais vous me 
permettrez de vous dire que j’ai fu tout cela lorfquc j’ai donné mon 
Paradoxe. 

4°. Vous dites que je renonce à un axiome en faveur d’u- 
ne prétendue démonftration j mais il eftdcfait , que je ne fais 
qu’.cjouter la démonftration à l'axiome , 6c expliquer l’un par 
l'autre. 

5 o. Vous ajoutez que je n’ai pas mieux rcujjt , lorfque j’ai avancé 
fans aucune preuve que la Quadrature de M. Leibnitz Sic. mais il cft 
pourtant vrai que j’ai réulli dans ce point-là comme dans l’autre, 
6c qu’avec le tems j 'attends de votre équité que vous me rendrez; 
jufticela-deftus. 

6 o. Il eft vrai que j'ai dit cela fans preuve. Mais je fuppofoisêc 
j’avertiffôis que je n’aurois affaire qu’à de vrais Géomètres Infi- 
nitaircs, capables de fuppléer cette preuve , & devoir que deux 
grandeurs infinies telles que ,7,7,5, &c. & j ^ ne différant 
que d’une grandeur finie .telleque l’Aire du Cercle , étoient géo- 
fterriquement égales , quoiqu arithmétiquement inégales. 

7°. Enfin , vous finiflez cndifantquc vous attendez ma pré- 
tendue démonftration 6c mon axiome auffi , & vous ajoutez 
que ce doit êcrc quelque chofe de curieux. Eh bien, M. ayez la 
bonté de lire le même Mercure où font vos Remarques, 6c le 
Mercure fuivant, 8c votre curiofité fera fatisfàitc. Sans fortir 
même de l’Académie, vous pouvez confulter M. de Fontenelle, 
6c apparemment aulli quclqu’autres lnfinitaires , qui vous diront 
que mon Paradoxe cft une vérité incontcftable. Je fuis , Monûeur, 
&c. C.J. 


♦ 
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Mercure de Décembre 1718. page 138*. 

Solution d'un Problème propop dans le Mercure de France, du moi t 
de Juin 17x8. en ces termes. 

S I l'on prend tous les nombres fraélionnaircs naturels à l’in- 
fini , c'eft à-dire, ceux dont le numérateur cft l'unité, & 
dont tous les dénominateurs font tous les nombres naturels fud- 
celfivcmcnt 1.1. 3. 4. 5. &c. ccsfra&ions en un mot 7, 7, 7,7, 
±, il eft démontré que la fomme des alternatifs pairs, eft égale à 
Ja fomme des alternatifs impairs , c'cft-à-dirc , que 7 , 7,7,7, &c. 
font la même fomme que 7 , 7,7,7, &c. 

Rien n'eft plus facile, au relie , que la démonftration de cela, car 
fi ondivifcla fomme entière pari, on aura la fuite des pairs , la- 
quelle eftparconféquent la moitié de toute la fuite , dont les im- 
pairs font parconféqucnt l’autre moitié. 

II n’eft pas moins démontré que fi de tous les impairs on ôte tous 
les pairs , le relie ne fera pas zéro s puifqu’aucontraire , félon Mer- 
cator, adopté par tous les Géomètres de ce fiécle, cette fuite 
f , | , 7 , i , eft la valeur d’un quadrilatère Hyperbolique. 

Pour expliquer la radon de ce Paradoxe apparent, il eft à pro- 
pos de tracer ici la figure d’une Hyperbole mrj, entre fesAfymp- 
totes abd &C ap , ou je fuppofe ab 6i bd = 1 , & les Abfciffès =*x, 
en forte néanmoins que leur origine foit au pointé ,eb£coo en fe- 
ront les différentielles = dx. 

Je fuppofe encore l’Ordonnée bc connue = 1 , on aura donc 
par la nature de la Courbe of ou rgœ 1 — x, laquelle multipliée 
par dx donnera la valeur des petits Quadrilatères of , oc, &c. donc 

i d s 

la fomme forme tout l’cfpace pdbc = s. , s. fignific fomme. 

Il cft à préfint connu des communs Géomètres, que pour 
convertir cette fraction en une fuite infinie de quantités en pro- 
grcllion géométrique , il n’y a qu’à divifer continuement le nu- 
mérateur par le dénominateur. 

Cette divifion fc peur continuer à l’infini , attendu qnelc divi- 
dende qui n’a qu’un membre , ne pourra jamais être épnifé , fa;ls 
Tome II. K k 
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réfidu par le divifeur qui en contient deux, mais ce réfidu ira 
fans celle en diminuant,. vêtant moindre que l’unité, & s’évanoui- 
ra à la fin. 

Telle cft donc l’cxprefïïon de cette fuite , i d x , H* 1 x d x , -f 

IX* IX* 

i x'-dx -, -f ix\Jx , &rcdont l’intégrale donne X x — f- 1- — -f 



Mais parce qu’au point, a , x devient = i , il cft clair que 
cette fomme en ce point fera y — f- ~ — f y -+ 7 , &c. égale à tout 
J’efpace interminé pabc. 

Pour avoir maintenant la valeur du Quadrilatère Hyperbolique 
cbdm , il cft vifible que l’cxprellîon des petits Quadrilatères qui le 
compofent fera idx que l'on convertira comme ci-devant en une. 


fuiteque l’opération indique — - — , &c. qui 

ne diffère de la précédente , que par les fignes alternatifs -+ 
& — . 

Et parce qu’au point d , .v= i. la fomme de cette fuite fera 
y — 7— f} — 7 i &c. égale au quadrilatère Hyperbolique cbdm. 
Ce qui démontre clairement le raifonnement deMcrcator cité par 
l’anonimc, enfuppofant v= 1. 

Maintenant fi l'on veut avoir la fomme & la différence de ces 
deux cfpaccs ,pabc & cbdm , il n’y aura qu’à ranger les fuites ci-def- 
fus trouvées comme ci-après , fuppofant toujours bd Si f a 


Faifant donc l’efpacc entier p a b c = cj , & l’cfpace bedm, 
«=7» , fi l’on nomme^, chaque terme des lieux pairs de la fuite 
qui exprime la valeur de l’cfpace a , & chacun des termes des 
lieux impairs », on doit avoir parle raifonnement de l’anonimc 
fp-ïf n = ifp. 

On aura donc faifant l’addition & la fouftraftion de ces fom- 
mes,l’efpace/>a^r = ^, = i— (-j-ff-fj. Sic. l’efpacc cbdm 
x=m='~ — 7— fy — 7, Sic. Si par leur additiop ~+q -+m=s 
7 -4- o , -+y— J- o. Sic Si par la fouftraétion q — m = o H-y—fy 
—+ -, Sec. 

Donc cette demicre fomme étant félon l’anonime =1 sp, 
doit-être &uSissssp~+s ». Mais on voit ici bien clairement que 


Digitized by Google 


à U Géométrie Trakfccndante. %$<) 

quoique cette dernière fuite foie femblabtc à la première compo- 
feedes termes pairs Se impairs , elle ne peut néanmoins lui êtra 
égale , car il laudroit pour cela qu’elles euflènt chacune un pa- 
reil nombre de termes égaux, & correfpondans , cependant la 
derniere ne contient ici què la moitié de ceux de la première, 
l’autre moitié de ceux de l’iuiérieure étant des zéros de nulle 
valeur. 

C’cft pour cela que la fomme de çes termes , quoique tous mul- 
tipliés par î. devient — q — m , au lieu que la fomme des termes 
de la première fuite cft = y; d’où il fuit que la fomme des termes 
pairs n’cft pas réellement égale à la lomme des impairs , puifqu’au 
contraire celle des pairs cft à celle des impairs Comme a — m cft à 

11 faut néanmoins convenir que dans la fuite infinie ’-+ ff 
— &c. laquelle forme une progrdlïon harmonique, dont la 
fomme cft infiniej il faut dis-je , convenir que la fomme des ter- 
mes pairs eft égale à celle des impairs ; car puifqtie la fomme de 
la fuite entière exprime l*éfpace infini cb ap , les fommes des 
pairs Sc des impairs dont elle eft compoféc , doivent aufli être 
chacune infinie , puilqu’clles font aufli l’une 6c l’autre en pro- 
greffion harmonique , donc on fait d’ailleurs que la fommef eft 
infinie. 

Donc la fomme des pairs étant infinie , il faut que celle des 
impairs , qui naturellement feroie plus grande , ne diffère de celle 
des pairs dans une étendue infinicque d’une quantité fi petite , que 
l’on doit la regarder comme nulle par rapport à un infini , laquelle 
par conféquent, ne détruit point la raifon d’égalicéqui doit être 
entre deux grandeurs également infinies. 

Maisiln’cneft pas de même dans la fuite| — — 7, 6cc. 

laquelle ne forme plus une progreffion harmonique. Car en n’y 
laiffant que des termes affirmatifs , clic cft efFcftivcmcnt telle 
f —{-77-+ H- fi , ôcc. aufli n’cxprime-c clic que l’cfpace bedm, 

3 ui n’eft pas réellement infini, mais feulement indéfini , c'eft-à* 
ire inexprimable par aucun nombre , étant égal à un rcêtanglc 
formé fur un logarithme fini , multiplié par l’unitc. 

Par conféquent dans cette fuite les termes pairs n’éranrpas dans 
une progreflion harmonique, leur fomme ne pas fera infime, 6c ne 
pourra pas égaler celle des impairs, laquelle naturellement eft plus 
grande .comme nous l’avons démontré ci-dcffùs. 
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Cela d'ailleurs eft bien évident, puifquecfiaquetermedes lieux 
impairs eft toujours plus grand que celui qui le fuit dans les lieux 
pairs i le calcul prouvera tout ceci avec encore plus d’évidence , 
ainflî que nous allons le faire voir. 

Quelquefois le premier terme fignificatifeft l’expofant d’une pro- 
greffion arithmétique. Pour avoir la femme de la progreffion , il 
n’y a qu’à ajouter le premier terme au dernier , les multiplicrcn- 
fuite par la femme des termes , êc divifer le tout par deux. 

M ais pour avoir la femme des termes , il faut fouftraire le pre- 
mier du dernier , 8c divifer le réfidu par l’expofant de la progref- 
fion, à quoi on joindra l'unité. Soit donc le premier terme = a , le 
dernier = ôc l’expofant de la progreffion =«* , Ja femme de la pro- 

bt 

greflSon = am a b*=am x xx. 

Prenons à préfent la progreffion des nombres naturels dont le 
premier terme eft l’unité } mtkx feront chacun *=> i . conféqucm- 

ment la femme de la progreffion fera ” - . Mais la femme de la 

fpitc des termes impairs dans laquelle m = i fera 11 ~ + 1 ^ ^ 

la femme de celle des pairs où n , & x font = i , fera 

4 

Mais lorfque ces fuites font infinies , le dernier terme x deve- 
nant infini on». La femme de ces fuites infinies fera pour la 

Qfy * i ^ • Çf) 

fuite cDtiere des pairs 6c des impairs = — Ôc la femme 

des pairs fera = ™ mais celle des impairs fera ^ ^ ^ 

Où l’on doit remarquer que le dernier terme étant une quantité 
finie 6c nulle par rapport à =o ou l'infini qui la précédé , 6c de plus 
que i ta doit encore être regardé comme nulle à l’égard de <»*■ 
qui la précédé, attendu que c» 1 exprime l’infinimcnr grand d’un 
infinimentgraud , 6c qu’ainfi ce dernier terme *o eft ici comme 
nul, ne pouvant augmenter une grandeur qui eft déjà infiniment 
grande. 
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Doù il fuit que la fommc infinie des pairs & impairs pris enfem- 

ble fera - 2 ^- & celle des pairs 6 c impairs prifcs féparémcnt égale 
4 

chacune à .ZL ces deux derniers feront donc entr’ellcs dans un rap- 
4 

port d'égalité, & la première en fera le double. 

Si vous fouftrayez maintenant la fommc infinie des impairs de 
celle des pairs en prenant les valeurs complexes , vous aurez pour 
réfidu ^ qui en fera la différence , laquelle devant être regardée 

comme zéro par rapport à oc> — ne détruit point la raifon d’égalité 

4 

qui doit être entre deux grandeurs également infinies, 6 c d’un 
genre fupérieur au fien. 

C’cft encore par la même raifon qu’une quantité finie doit être 
regardée comme un infini parrapportà une quantité infiniment 

r écite , telle que , dx & que dx elle-même eft infinie par rapport 
dx 1 , laquelle n’eft: que l’infinimcnt petit d’une quantité infini- 
ment petite. 

lieu facile au refte , d’appliquer ce principe à la queftion pré- 
fente , car puifquc nous avons vu ci-devant que la fommc de la 
fuite infinie 4 î- J-+ 7 , êcc. que j’ai nommée cft égale à 
l’efpacc infini cpba, Sc que celle delà fuite infinie ^-+ — 4 j -fj 
&c. que j’ai nommé m , cfl: égale au trapeze fini bedm, il eu 
vifiblcque cette demiere fommeeft infiniment petite par rapport 
à l’autre qui efl réellement infinie. 

Nous pouvons donc fuppofer q=*ac y Scm=.o*, mais par- 
ce que nous avons trouvé ci-devant la fommc des termes im- 
pairs de la première fuite = q -+m ,&t celle des pairs = ** ” cel- 

2 

le des impairs fera ca'-t- o» & celle des pairs , celle des 

z 

impairs fera oo l — t- «s êc celle des pairs =3 > - 2 - > c’eft-à - di- 

re, qu’elles feront entr’clles dans un rapport d’égalité , leurder- 
nicr terme étant nul par rapport au précédent, 6 c de plus qu’elles 
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feront chacune dans le rapport d’un à deux avec celle des pairs 8c 

impairs pris enfemble. , 

Que li l’on louftrait lafomme des pairs de celle des impairs', 
on trouvera « pour différence, laquelle n’étant qu’un infini d’un 
ordre inferieur , ne détruit point la raifon d’égalité entre deux 
infinis d’un ordre fuperieur , tels que oo x quoique °° puiffè être 
un infiniment grand par rapport à un autre infini d’un degré plus 
bas , ce qui eu parfaitement conforme à ce qui a été enfeigné 
ci-dellus. 

A ces exemples j’en ajouterai un troifiéme qui paioît encore 

plus fingulier. Car foit la fuite d — 1— K , où chaque terme des 

lieux impairs cft détruit par le fuivant qui lui cftégal, on n’en 
doit point néanmoins conclure , que la fomme de ccttc fuite foie 
zéro , ce qui paroît tenir du Paradoxe. 

Car foit la fra&ion^-^ dont on veuille exprimer la valeur p* 


une fuite, elle fera félon la réglé - — — -f 15 iü & c . $c 

P P 1 Pi P5 

fi nous fuppofons <]=p , clic deviendra la même fuite que def- 

j I j g 

fus - — “ — t- - — - , dont la fomme n’eft pas zéro , mais ip , ce 

qui paroît étrange , puifque tous les termes fe dérruifent fi‘ le 

dernier cfl: négatif, ou deviennent = ^ s’il cft affirmatif. 

La raifon de ce Paradoxe efl que dans la divifion continue de 
i par p~\.p y au moyen de laquelle certc fuirc a été formée, le 
rélidu de cette divifion ne va pas en diminuant, mais il demeure 

toujours le même d’où il fuit que quoique cette divifion 

foie pouflee à l’infini ,on aura toujours au bout la mêmcfraéUon 

— pour quotient, avec encore tous les termes de la fuite, quife 
détruiront mutuellement f il ne reftera que la feule fraélion 

— affrétée du ligne — t- ou — félon celui du dernier terme de la. 

& P W 

fuite. 
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Le Calcul prouvera ceci avec encore plus d’évidence; car foit 

la fuite , &c. dans laquelle p & q font des 
P P* pj P+ . 1 7 

quantités prifes à volonté, il eft clair quefaifant p—q, cette fuite 

fera — f - , &c. maintenantla fuite des termes impairs 

p P P P 

de la précédente fera - — f- — — h— — f LU — f L21 , &c. & la fuite 

p . p p PJ P7 . 

de cette fomme infinie qui forme une progreffion géométrique dé- 


croiflànte fera JL qq , de même la fuite infinies des lieux outer- 
pp 

mes pairs formant encore une femblable progreffion fera ~ 

Mais en fouftrayant celle-là delà précédente , on aura pour ré- 
réfidu {• q , & fuppofant p~q , clic fera A 


En effet la fra&ionl-f q transformée en ferie ferai — 13 . 23 
P PP ^P» 

— , &cc. laquelle en faifant p=q devient égale -• — - -+ I 

I , & c dont la fomme eft égale à celle des termes impairs moins 
celle des pairs. Donc la fomme des impairs moins celle des pairs 


Xcra — , & non zéro. 

p* . . 

Si vous joignez la fomme des pairs à celle des impairs , vous 


aurez , & divifant par p — {- q il reftera p — q , ce qui fait 

voir queprenant£- = ÿ , cette fomme eft égale = £ ou infinie. 
On aura donc /»-+//> = oo, & parce que/»— k-sp font égale à 

lp-Hq 

, qui font chacune infinie lorfquc p=*q , on aura cc=a 
oo — f OO. 

D où il fuit que la fomme entière des pairs 2c des impairs eft 
double de celle des impairs, 2c que parconléquent celle des pairs 
eftencore égale à celle des impairs, d’autantqu’elles font toutes 
deux égales à un infini de même degré, ce qui fcmble contrarier 
ce que nous venons de dire ci-devant. 
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Mais tout ccci fe conciliera fi l’on prend garde que ces deux itl- 

finis ne different entre-eux que d’une quantité finie = — , la- 
quelle n’étant qu’un zéro.c’cft à dire , moindre que toutes quan- 
tités données par rapport à un efpace infiniment grand , ne dé- 
truit point la raifon d’égalité qui doit être entre deux quantitées 
infiniment grandes. ... 

C’eflainliquc dans la Géométrie des Infinis on doit fuppofer 
différentes claflès d’infinis pour concilier les contrariétés appa- 
rentes qui fe rencontrent fouvent dans le calcul infinitéfimal. 

Tout cela fe peut aifément concevoir fi l’on fait attention qu’il 
en eft de ces différents ordres d’infinis comme des différentes gran- 
deurs que confidcrela Géométrie. 

Car , par exemple, le point eft un infiniment petit par rap- 
port à la ligne qui n’eftque l’aflcmblage d’une infinité de points, 
& la ligne n'cft qu’un infiniment petit à l’égard de la furfacc com- 
pofée d’une infinité- de lignes, & la furfacc elle- même eft un au- 
tre infiniment petit par rapport au folidc qui n’efl que l’union d'une 
infinité de furface. Et rien n’empêche que l’on ne puiflc concevoir 
par la penfée une infinité d’autres infinis fucccffivement fupérieurs 
d’un degré au folide. 

Qu’il me foit permis à mon tour de propofer ce Problème. Soit 
«ne fuite infinie de quanrités ou nombres en progreflîon géométri- 
que , mais dont tous les termes foient aftcétés du figne moins ,par 
exemple, — i — 4 — 16 — 156 — 1014, &c. on demande la va- 
leur de leurs fommes exprimées en quantitéc finie & pofitivc , ce 
qui eft très-poflible, de quoi l’on demande en même temsla démonf- 
tration. L. M. D. Q. 

A Gremble , le 28 Septembre 17x8. 
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Mercure de Novembre 17x8. page 13 91. 

Rtponfc du P. C. à M. L. M. D, B. au fujet de fa folutlon 
du Paradoxe G éomùrique. 

monsieur, • v •. 

À Y a n T reçu hier premier d’Octobrc votre folurion que M. 

delà Roque méfie l'honneur de me communiquer en manui- 
crit, relie que vous la lui aviez adreflee , je fus d'abord tenté de ne 
la pas lire , parce qu’elle étoit anonime. 

Cependant la curiofité m’ayant fait jetter les yeux fur la figure 
qui l'accompagne , 6< ayant rencontré le Problème que vous y pro* 
pofez, j’en tus frappé , & jugeant parle feul énoncé que la lolu- 
tion vcnoitde bonne main, je ne pus me défendre de la lire. 

Je la trouvai conforme à celle que, j’ai donnée dans le Mercure 
de Septembrequi vient de paroître , fort fçavante , fort géométri- 
que } mais un peu longue & embarrafiée. ■ 

Enfin, je conçus une telle eftime pour l’Auteur, que, quoi- 
qu’anonime , j’ai pris la plume aujourd’hui pour vous répondre, 
en vous priant de ne plus cacher votre nom , & pour le moins de 
ne me priver pas de la connoiflancc d’une perfonne à qui je ne crois 

{ >as pouvoir donner de plus grande marque de mon cllmie fingu- 
icrc que la réponfc que je fais ici en public. 

Car outre mon averfion pour répondre à des écrits anonimes, 
je ne voulois pas me donner pour un homme prêt à répondre à tou- 
tes les queflions qu’on pourroit me faire , & à réfoudre tous les Pro- 
blèmes qu’on pourroit me propofer. 

Je n’en ai ni le loifir ni les autres facultés. Souvent les plus pe- 
tites bagatelles pcuvcntcmbarralïcr les plus habiles , & il y a long- 
tems qu’on ell convenu parmi les favans de ne point propofer des 
Problèmes en publia , à tel ou à tel en particulier. J'avois propo- 
fé mon Paradoxe à tout le monde 5 encore même n’étoit-il pas 
anonime, comme vous le dites, tout le monde fçaehant bien 
que les deux lettres P. C. medéfignent fuffifamment. 

Maintenant, pour venir à votre Problème , je dois von» dire 
qu’il m’a d’autant plus frappé, qu’il m’avoit été propofé la veille par 
M. le Comte D. C. jeune Seigneur , dont les rares talens & en par- 
Tomell. JLl 
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ticulicr 1* grande capacité géométrique faftff admiration de tout" 
Paris , 8c déjà même des Provinces. 

Quand je dis qu’il me l'avoic propofé , je *00 veux pas dire qu’il 
me demandât à quoi eft égaie la fcrie — > 1 — 4. — 1 6, Sic. car il le 
favoit déjà , 8 £ nous en avions fore raifonné depuis quatre mois ; 
mais il me propofoit une grande difficulté qui fe rencontre ici , & 
que je vous propoferois auîli comme la réfolution complette duPro- 
blêrae que vous m’adreflèz. 

• Car je comprends bien que vous m’entendez , & que je ne me 
foucic pas one d’autres que vous m’entendent, voulant biffer le 
champ libre 'à tous ceux qui fe fentiront le courage de tenter cette ' 
réfolution. 

Pour rendre la mienne générale, je fubftirucîa feric — x° — 
x x — x ! — x + , &c. analitique , à votre fcrie numérique — 1 — 4 
— 1 6 — 64 .ficc.qui y cfl renfermée} & je dis que — x Q — x l — 

x* , 8cc. = ^ , &c. Ce qui m’a toujours paru in- 
finiment Paradoxe. 

Mais ce (croit bien pis fi je difois que — 1 — 4 — U> — 64, &c =» 

C’eft pourtant là que conduit une légère façon de Calcul qui 
ne vous cft pas apparemment inconnue , 8c dont le célébré M. 
Newton eft Auteur. J’attends beaucoup de vos lumières pour dé- 
mêler un je ne fais quoi qui couvre un beau principe de calcul d’un 
grand nuage. 

Au refte , M. je dois vous dire que vous démontrez fort bien le 
Paradoxe, mais que vous n’en donnez pas l'à priori, qui étoit 
pourtant la feule chofe que j’avois démandée aux Savans , puifque 
j’enavois d’abord donné une démonftration fuffifante. 

Cet à priori n’a guereété donné jufqu’ici. Je l’ai pourtant a fiez 
indiqué lorfque j’ai diftingué Pénalité géométrique 8c f égalité arith' 
mfthique \ car les deux Séries (ont géométriquement égales , 8c 
arithmétiquement inégales , comme vous pouvez le voir dans ma 
réponfc à M. de Fontenelle, inférée dans le Mercure du mois 
d’Août, & dans une autre réponfc à deux anonimes inférée dans 
le Mercure de Septembre. Je , fuis avec beaucoup d’cftijné , &c. 

A Paris ce 7 d'OQobrc 1718. 
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Mercure de Décembre 1718. premier volume page 2611. 
Lettre écrite à M. Gerbier , Profeficur Royal de Mathématique à Mar- 
fcillt , par M. de Grand-Mai fort , Garde de l'Etendart des Galères 
du Roi, fur un Paradoxe Géométrique. Au fort de S. Jean le 6 
Septembre 1718. 

L È peu de progrès que vous m’avez flatté M. d’avoir fait 
dans nos exercices pour les Mathématiques pendant le der- 
nier cours , Sc l’eftime particulière dont Monficur le Grand- 
Prieur de France parut honorer cette fcience , lorfqu’ileût la 
bonté de nous faire examiner en fa préfcncc , *8c nous interroger 
lui-même , avant la campagne qu’il fit l’année dernière fur les cô- 
tes de divers Etats , m’ont aflfez fait comprendre combien il fe- 
roit avantageux pour le fervicc qu'on en fut bien inftruit. ! 

Je vous avoue que le fériat de 3 mois m’auroit peu touché, fi 
je ne favois m’occuper que des plaifirs ordinaires. Je trouve dti 
tems pour tout , & j'ai profité de vosbonsavisen n’abandonnant 
pas tout-à-fait les Mathématiques pendant un fi Jongtems. Mais 
voici un incident où j’aibefoinue vos lumières. 

Ayant lu dernièrement chez un Officier de mes amis le Mercure 
du mois de Juin avec celui de Juillet qu’il venoic de recevoir, je 
m’arrêtai particulièrement à un Paradoxe géométrique propofé 
par le P. C. J. c’eft à la page 1 1 2 x. du premier volume de Juin, que 
je vous envoyé avec celui de Juillet, parce que cct ami a bien 
voulu me le permettre. 

Le R. P. C. pour nous prouver qu’il faut (e défier de fes propres 
lumières dans les chofes mêmes qui nous paroiiïent les plus évi- 
dentes, établit un Paradoxe qui attaque direftement cet axiome , 

3 ue fs dé une quantité l’on ôte une quantité igalç il ne doit rien rejler. Et 
affùrc qu’il peut y avoir bien des cas où cct axiome fc trouve faux, 
La démonftration qu’il en donne, &: à laquelle il protefte qu’il 
n’y a ni mal entendu , ni fophifme , cft qbe fi dans la fuite infinie 
des nombres fra&ionnaires r» r> 7> ï > l’ on P r e°d d’une part 
la femme des termes pairs j, &cc. & d’autre part celledesim- 
pairs. f, j-, &c. l’on aura deuxfommes égales, dont l'une étant 
otée de l’autre , le refte n’cft pas zéro , mais une quantité réelle que 
Géomètres ont démontré être un quadrilatère Hyper- 

bien éloigné, M. de vouloir tenter à prévenir le dénoue- 


queiqucs 
boliqne. 
Je fuis 
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ment qu’il promet de cc Paradoxes cette gloire appartient aüx 
infinitaires qu’il y invite , vous favez que je fuis encore trop no- 
vice dans le calcul de l’infini. C’cfl: unelience de cabinet, dont je 
ne fais pas ma principale occupation , ayant affez à faire de m’atta- 
cher aux parties des Mathématiques , qui regardent plus eflenticl- 
lemcnt le fervice de mer & de terre. 

Cependant, M. je me trouve embarraffé à l’occafion de cette 
leéture , & je ne (ai plus fi je dois compter autant que je l’ai fait juf- 
qu’ici fur la certitude que l’on attribue aux vérités de mathémati- 
que , puifqu’ellcs fon (ondées fur cet axiome, fie fur quelques au- 
tres qui peut-être ne feront pas trouvées k moins fufceptiblcs d’er- 
” rcur. f . 

Je vous avoue que ma défiance a encore augmenté en lifant 
dans le Mercure de Juillet une confirmation du Paradoxe par l’ij- 
Jufirc M. de Fontenclle dont je vous ai entendu faire un fi bel 
(éloge à l’occafion de la Géométrie de l’infini lorfquc vous avez bien 
voulu m’en donner une légère idée. 

Cette idée qui me plaifoit fi fort, commence à m’incommoder 
en me faifant comprendre que deux quanticésqui font égales , par- 
ce qu’elles font également infinies , peuvent neanmoins avoir une 
différence qui ne nuit pas à leur égalité ( fie par là le Paradoxe 
me paroît confirmé , ce que je voudrois bien qui ne fut pas. 

Car à préfent quel partidois je prendre? L’axiome me laifloit en 
repos loriqueje ne m’avifoispas d’en douter ,fic cet importun Para- 
doxe , qutfurvicnt mal-à-propos, me déconcerte à tel point, que 
fi vous ne me rafiùrcz furies premières vérités; je ne réponds pas 
de moi , 5 c je cours rifquc de chanceler fur tout le telle. Ne me 
croyez pas cependant allez parcflèux pour n’avoir fait aucun effort, 
voici une partie des penfées qui me font venues. 

11 nemc paroîc pas furprenant que dans la fuite infinie des nom- 
bres fractionnaires 7, &c. fi l’on ôte les termes pairs des 

impairs , il puiffè en réfulter une quantité propre à exprimer la va- 
leurd’un Quadrilatère hyperbolique, rien n’empêche que l’on ne 
puiiïe confidérer un tel cfpace comme un tiffu de lignes droites pa- 
rallelcsqui vont toujours endiminuant de moinsen moins, fie dont 
par conséquent les fommes augmentent par des différences toujours 
moindres en fuivant certaine loi. 

Or on apperçoit la même chofe dans l’exemple en nombre du 
P. C. Car fi l’on ôte continuellement la fraction paire de l’impairè 
qui la précédé immédiatement , on aura une fuite infinie de reful- 
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tats qui feront par tont. — — ,( en prenant» pour ughiner le lieu 

ni*— n 

du pair dans la fuite entière. )‘ 

Èt parce que la valeur de n devient toujours plus grande jus- 
qu’à l’infini , ccs'réfultats doivent être toujours moindres K niçfure 
qu'ils s'éloignent du premier } mais leurfomme depuis le premier 
terme jùfqu’à l’îrtfinitiétriè^ doivent toujours augmenter par des 
différences qui vontaufü en diminuant de certaine maniéré , ainfi 
que je l’ai vérifié' en évaluant de fuite un'grand nombre de ces fom- 
mes, & il oc refte qu’à prouver que cette augmentation de font- 
Tnes , éc cette diminution de leurs différences fe font de maniera 
■femblables de 1 part 8e d’autre. 

Je ne béfite nullement fin- cela >, mais je voodrois concevoir suffi 
clairement que la fuite infinie , les fractions paires 8e celles des im- 


: pour les Mathétnatiq 


pis pour 1 


Paradoxe ; je prendrai mon parti fuivanr votre décifion que je vou* 
prie de m’envoyer avec les Mercures quand vous les adrez r ‘ltis. 
Je fuis &c. ‘ '• 


Rtponfe de M. Gerbitr, -• • »•« t ' >p 
:: f r.'ii c; . u'-r: -tib J 

N E craignez rien, MonGeur^, pour l’axiome que lion attaque 
ou que l’on feint d'attaquer par les écrits que vous avez 
lus dans le Mercure , cet axiome de l’aveu même des agrefîèurs, 
eft en toute fureté dans le fini , 'd’où le principal objec. de vos 
études ne doit gueres fortir, & il ne l’eft certainement pasctnoi|>j 
dans l’infini , malgré toutes les fiïbtilités , qn’ff doit être libre 
aux favans d’employer pour excrctr les leéleurî, 8c réveiller leur 
attention. ; 


Si le Paradoxe qu’on lit dans le Mercure de Juin 171S. avoit 
été propofé à l’égard dç la fuite infinie des nombres entiers na- 
turels i. z. 3.4. cç.. 4 il auroiten Certains fens quclqu’air de vérité, 
& pour en trouver Pà priori, il ne faudroic pas d’autre démonf-, 
tration que celledu célébré M.dç Fontondlç , qui a été publiée 
aumoisde Juillet fuivanc , page 1 j$ 8 . ] .0; >. •> 

Car la fomme des termes pairs de cette fuite qui eft comme 
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ellç une progreffion arithmétique fimple étant i ac 1 «» , & 
Scelle destermefe irHpàirS étant ~ os, 1 ; il cft évident queccs deux fom- 
mcs qui font .ibfelument inégales , puifquc la première contien 
réoUcmççj: plus .que l'autre ? ja moitié d'un nombre Amplement 
infini., nç iaiftèfJt pas à'iwfpécijiquement égales. 

Il cft '.réellement, vrai que quelque grand que foit le nombre 
j ■ o? , il^iç peut en aucune manière augmenter la valeur fpécifique 
de^ cv 1 , de même qu’une ligne quelque longue qu’elle foit, étant 
mile avec un quarré , ne peut en aucune maniéré en augmenter la 
(urfàce. 3; .. 

Jl ferqjt donc yrai qu’on aurore dans cet exemple de la fuite in- 
finie des nombres entiers naturels , deux quantités égales en cer- 
tain fens^om. étant ôtées l'iinede l'aucrc, peuvent laiffcr quelque 
chofedercfteJ • , *.*. \ 

Mais parce qu’elles font inégales dans un autre fens qui permet de 
coaftdérer.dans l’une, avant La (ouftr4ction , la quantité qui en 
rcfteaprès ( lafouftraclion , il; fuie quel’attaqueçontrc l'axiome porte 
àjfapx,» fie qu’dne peut en recevoir aucune atteinte* 

; ,£n effet l’égalité fpéctjique de deux quantités , dontl’unea plus 
que l’autre, quelque chofc qui pour être d’un ordre ou degré 
inférieur -peut être- rejette quand on le veut , n’cit proprement 
qu’une égalité' abflraélivc ou de fuppofition qui n’cmpechc pas que 
ces quantités ne foicr.t «bfolument inégales. \\ 

On peut dire même à toute rigueur , fie fans qu’il foit en rien 
dérogé aux.' jtrftcs prérogatives de la fubüme analyfe de l’infini, 

Î iu'unc relie égalité cft toujours fauiïc , quoiqu’elle foit toujours 
uffifante & toujours autant parfaire qu’iieft nécdlàirc qu’elle le 
foit pour le merveilleux ufages que l’on fait du calcul infinitefimal 
eh Géométrie. ... , • - . \ 

M is ce n’cft pas dans cette (dite des nombres entiers naturels 

2 ue l’Auteur du Paradoxe fonde fa démonftration contre l’axiome. 

l’eft comme vous l’avez remarqué dans celle des nombres frac- 
tionnaires f , 7 , 7 j ; dans laquelle il prétend qu’en prenant 
tous les termes des impairs d’une parc , 8c tous les pairs de l’autre, 
on a deux fommes égales dont la fécondé étant ôtée de la première, 
il refte une quantité réelle. 

Vous avez raifôn , Monfieur , d’être furprisde cette aftertion } 
car à confidérer les termes de cette fuite , indépendemment de rou- 
tes fubtilités , il parole uès- évident que ces deux fommes ne peu- 
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vent jamais être égaies pui (que celle des impairs elt fans équivoque 
toujours plus grande que celle des pairs. 

D’où il fuit avec la même évidence , qu’ôter la fomme des pairs 
en quelque nombre qu’ils foienc , de celle des impairs en même 
nombre , c’cft ôter une moindre quantité d’une plus grande , çe qui 
doit laifler un relie.- Et je ne vois pas en quel fens on a pu imagi- 
ner , que ccc exemple particulier puilîc fervir à infirmer uo 
axiome, dont la contradictoire cftabfoltiment inconcevable. 

Au refte, on ne doic pas s’arrêter à la démonftration que donne 
le P.C. pour prouver que la fomme des termes pairs de là fuite en*' 
tiere de ces fractions eu égale à la fomme dçs impairs. Cette pré« 
tendue démonftration eft un pur fophifme , que je crois volontiers 


avoir 

ment. 


lue aemomtration elt un pur lopmime , que je croîs volontiers 
ir été mis là' exprès pour la raifon que j’ai dite au cobimcnce-l 


Si r on divife , dit ce Pcrc , la fuite entière far i , on aura la fuite 
des pairs , laquelle eft par confisquent la moitié de toute la fuite , dont 
les impairs Jont par confisquent aujji l'autre moitié. 

11 eft bien vrai qu’en divifant la fuite entière 7 , ï > T > ^ • •+■£■* 
par 1 , il doit en réfulter une fuite de pairs, mais il ne Falloit pas 
dire que l’on a par cette divifton la fuite des pairs s cette cxpreflion* 
eft faillie en cet endroit , 5c renferme tout le Paralogifme , parce 
qu’en lilânt ces mots, la fuite des pairs, l’on eft déterminé à en- 
tendre celle en particulier des termes alternatifs pairs , qui font 
compris dans la fuite entière depuis^ jufqu'à -inclufivcmcnr. 

Pour les avoir il eft évident qu’on ne doit divifer par 1 , que li ; 
première moitié des termes de la fuite entière , pnifqtic fî on les di- 
vifoît tous, l’on auroit les pairs d’une fuite double , qui fcroiccom- 
prilc entre 8c ce qui eft bien-différent. 

Continuez, McmficUr , votre louable application 8£ erbyeï; 

Ï u’on ne peut-être avec plus d’affeftion qoejelefuis, jM. votre 

CC. . '•••••■■■ • : ‘ < C 7 - - ; , 

A Marfeille , le 9 Septembre iyi 8 . * ' “ 


, Quand votre ami aura reçu le Mercure d’Aoiu , faites-moi le 
plaifir de m’en procurer la ledture. Il eft fâcheux que nos Libraires, 
de Marfeille ne tiennent pas ccs agréables Journaux ,5ÿ qu'il^fàillc 
dépendre de la difficulté des occafions. • . • <- 

-■ !. Ufts.il.. - 
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: Mercure de Décembre 1718. premier volume, page t6 1 3 . 

. . ... ). • ■' i 

; Réponfe du P. C.à la leur e de M. Gerhier , Rn tftjftur Royal <> • 
-r .k [ ? de Mathématique a MarfeiRe. r . .- ;y; . . , 

" • • “ U à* *1 • ■'.il' . . >. ' 1 > : • . . 

J ’ Ai lu, Monficur, avec un fingulier plaifir votre lettre fur 
mon Paradoxe Géométrique , & je vous avoue que je n’en ai 
gucrcs moins eu en lifant celle de M. de Grand-Mailon , votre di- 
gneéléve. .... 

Celle-ci cfl pleine de traits vifs , ingénieux <8e naifs oui m'ont 
charmé. La vôtre a beaucoup de folidité , furtout lorlque vous 
lui confeillezde ne fclaiflcr point épouvanter par tout ce que la 
Géomérric de l’infini a de fubtil. 8c detranlccndant , & que vous 
applaudiffcz à la lettre de M. de Fontenclle. 

J’aurois voulu que vous lui enfliez applaudi en tout, ou que vos 
applaudiflcment cuflèntété un peu plus finccres. 

Car je ne fai comment en vous laiffant captiver avec raifon par 
l’autorité de ce célébré Académicien, vous avez cru pouvoir ad- 
mettre le Paradoxe dans le cas qu’il propofe t fie le rejetter dans ce- 
lui que j’avois propofé. 

Vous pouviez au moins remarquer que M. de Fontenclle , en 
établi liant le lien , n’avoit eu garde de rejetter le mien qui cft bien 
auffi inconteilablc, quoiqu’un peu plus difficile à démêler, car 
Icsfraébions nefelaiflent pas manier comme les entiers : Scjccroi- 
rois volontiers que c’eft ce qui a occalionné vos doutes, fie les al- 
larmes de M.deGrand-Maifon. 

Cequi m’afurpris, c’clt qu’après avoir admis l’égalité des deux 
fuites 1.3. 5. &c. 1.4. 6. 8. Sec. vous la contcfticz aux deux 1. 7 , 
f , Sec. &c.& cela parce que, dites- vous , fans autre preuve, 
tes deux femmes ne peuvent jamais être égales , celle des impairs étant 
toujours fans équivoque plus grande que celle des pairs ; par la raifon , 
félon vous , inconteftable , qu’on .ne peut ôter l’une de l'autre , 
fans laifer un rejle , chofe que nous favions allez , Dieu merci , puiC- 
que c’cft ce qui fait le fujet dé mon Paradoxe, 

Mais , M. un peu d’attention géométrique , je vous prie , 8c vous 
verrez que fi M. de Fontenclle a raifon , je ne puis pas ne pasPa- 
voiraulli, & que fi j’ai tort, il l’a aufli ,puifqu’en ôtant les impairs 
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1.3. j. 8fc. des pairs 1. 4. 6 . &c. ily a un relie , auffi bien qu’en 
ôtant j &c. de }, &c. avec cette difFércnce même, très- remar- 
quable pour un Anti ■ Infinitaire , que le refte cft infini dans l'exem- 
ple de M. de Foctcnclle , au lieu qu’il cft fini dans le mien , ce qu'il 
fait oit démontrer. 

Mais peu importèrent que mon exemple fut vrai ou faux fi l’e- 
xemple de M. de Fontcnclle cft vrai , ma réglé eft donc vraie , mon 
Paradoxe ell donc fans répliqué. Or c’cfl: la règle que j'ai unique- 
ment prétendu établir. C’ell le Paradoxe dont i) étoit uniquement 
queftion : l'exemple n’cft qu’un exemple , une preuve , un moyen." 

Remarquez meme que l'exemple de M. de Fonrcnelleeft le mien, 
puifque je dis dans mon Paradoxe qu 'ily en a des exemples à l'infni , 
& que je puis en citer des cas ou , (ftc. 

Vous ajoutez très-affirmativement que l’on ne doit pas s’en tenir 
à la démonflration que j’en donne , St que cette prétendue dcmonftra- 
t ion eft un pur fopbifme. Je ne m’arrête point à vos termes qui pour- 
roient être un peu plus radoucis. lime fuffirque vous rcconnoifc 
fiez qu’ils font peu exaéls ,& que ma démonllration eft légitime. 

Je conviens cependant que vous n’êtes pas le feul qui n’ait pu 
atteindre à cette démonftration , & qu’à la réferve de M. de Fontc- 
nelle, St d’un petit nombre d’antres Infinitaircs à qui je l’adref- 
fois , elle a été une pierre de fcandalcpour ceux à qui tous ces la- 
byrinthes de la Géométrie de l'infini ne font pas familiers. 

Il faut en avoir un grand ufage pour comprendre avec quelle 
d’extérité, avec quelles précautions on doit s’y conduire au mi- 
lieu de mille lueurs , de mille écueils , de mille précipices qui in- 
feftent de toutes parts cette fublimc Géométrie. 

Vous avez cru qu’en divifant la ferie entière par 1. j’allois former 
une ferie deux fois plus longue qu’il ne falloit, elle eft deux fois plus 
longue,!! vouslc voulez, mais elle n’eftpas pourccla plusgrandequ’il 
ne faut, puifque fa dernierc moitié toute compofée d’infiniment pe- 
tits, ne mérite point l’attention d’un Géomètre ,s’agiflànt ici de fé- 
riés infiniment grandes, St vous voyez donc bien pourquoi je n’a- 
•vois pris la liberté d’inrerrogerque les Infinitaircs lur ce Paradoxe. 

Mais en faifant fcmblant de fouferire à la démonftration de M. 
de Fontcnclle, vous ne la (appez pas moins que la mienne. Vous 
voulez que l’égalité des fcrics en queftion nefoit quabftr active oit 
de fuppofttion : Vous allez même jufqn’à dire qu'elle eft toujours 
fauJJe. 

Tome II. M ;» 
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Vous ajoutez néanmoins qu'elle effc toujours fuflifante j>our les 
merveilleux effets que l'on fait du calcul inftnitefim.il en Géométrie • 
Comment eela fc peut-il , & comment une chofc faufle peut-elle 
avoir un merveilleux ufage en Géométrie r’Nc Jifons pascelaaux 
ennemis de la Géométrie? Ce fcroitbicneuxqui en feraient un 
merveilleux ufnge contre nous. 

Vouiez- vous, M. que j’aye l’honneur de vous parler avec fincé- 
rité/ Tous ceux qui admettent le calcul infimtéfimal , ne font 
pas infiuitaires pour cela -, il faut le faifir 8c l’cmbradèr avec une 
certaine vigueur , qui ne le laide perdre de vue, ni dans le calcul 
ni même dans le raiibunemenr. 

Il faut être Infinitairc en rigueur ou ne l’être point du tout. La 
Géométrie pratique peut fouffrir tous ces tempéramens d’égalités 
faudes & imparfaites. Mais la Géomécrie fpéculative , c’cft-à- 
dire, la Géométrie tout court ne les admet pas. Les différences 
qu’elle néglige ne font pas palliées; elles (ont nulles ahftlument 
ou du moins relativement nullcs j car tout le fyftcmc géométrique 
cft un fyftême relatif. 

C'cft à l'à priori que je demandoisaux vrais Infinitaircs, qu’il 
faut recourir. Il faut didinguer entre le Géométrique & le Numéri- 
que ou l'Arithmétique. Les deux ferics i. j, j, 6tc. j, j & c. font 
géométriquement égales 8c aruhmétiqucmentinégales. 

La plupart de ceux qui en ont voulu juger jufqu’ici , ont été de 
bons Arithméticiens. Mais je l’avois propofé aux Géomètres Infi- 
nitaircs. 

La fourccdcla plupart des méprifesen ce genre vient de ce qu’on 
s’imagine qu’il y a deux fortes d'égalités en Géométrie, les unes 
rigoureufes , qui n’admettant point de différences, font inconttfla- 
blcment admtfcs de tout le monde s les autres non rigoureufes , 
faudes ou de fuppodtion, qu’on croit n'admettreque pargracc , 8c 
dont on fe défie même toujours un peu. 

Un Anti-lnfiniraire pourra trouver ma propofition hardie, mais 
s’il fe preffe de la rejetter fans y avoir bien penfé , il pourra fc trou- 
ver plus hardi que moi. Oui, M.afiignez-moi , fi vous le pouvez , 
deux grandeurs égales , aufquellcs je ne trouve pas de différence 
pareille à celle que vous proferivez ici. 

Pour répondre aux appréhendons de M. de Grand-Maifon dont 
je ne me lade point de dire que la lettre eft d’une candeur , d’une 
vivacité , d'un cfprit charmant } je lui dirai que l’axiome pour le- 
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quel il s’allarme , bien loin d’être attaqué parle Paradoxe, en re- 
çoit un nouvel éclairciffemcnt, en nous découvrant un nouveau 
point de vue dans lequel deux choies que nous avions trouvées 
égales en un fens, fc trouvent inégalesen un autre fens. 

En effet, fi de la fcric des pairs z. 4. 6. &c. prife auffî en 
bloc, en entier , jôte la ferie entière des impairs 1.3. 5.7. Sic. 
prife auffi en bloc, il eft démontré qu’il ne refte rien, parce qu ’étauc 
géométriquement égales, Si étant prifes par maniéré de continu 
géométrique , elles ne doivent , géométriquement parlant , biffer 
aucun reitc , l’infini abforbant toutes les différences arithméti- 
ques. 

Au lieu que fi de a. vous ôtez t , de 4. 3 , de 6. j , Sic. c’cft-à- 
dire, fi de la ferie z. 4. 6. &c. dif attentent , arithmétiquement 
prife , vous ôtez la ferie , Sic. 

Je me Iaffc d’expliquer ainfi les chofcs par le menu , car voilà le 
fixou feptiéme éclairciffemcnt que je donne fur une matière , qui 
du premier coup s’eft trouvée fiiffifammcnc éclaircie pour M. de 
defontcnelle , & les autres Infinitaires. 

On peut confulterroutcequi a paru dans le Mercure depuis le 
mois de Juin , & l’on verra que j’ai droit de conclure enfin , que j'ai 
démontré fans répliqué « qu’il falloit démontrer. 

Mais ce n’eft point-là ce qui mérite le plus d’arrêter un Géomè- 
tre de votre mérite , j’ai déjà indiqué dans une autre réponfe qu’il 
y avoir quelque chofede plus élevé en ccttc maticre, Si que le 
Paradoxe en queftion n’avoit de nouveau & de fingttlier que de 
fubftituer à des expreflïons vagues,tcllcs que x ou /j'.xr.des grandeurs 
précifcs Sc intelligibles, quoique non moins indéterminées , telles 
que les fcrics 1. t. 1. 1. Sic. ou 1. 2. 3. &c.ou 1.4. 9. Scc. ou &c. 

En forte qu’appellant x la fcric frattionnaire 1.7, f,;, Sic. 
on aura dx = i, dl , ^ , Sic. qui eft la vraie différentielle de 
l’Hyperbole, Afymptoriquc prifeen entier, & la vraie intégrale 
en même tems d’un Quadrilatère Hyperbolique; de même que 
2. 6. 10. 14. 18. Sic. eft la différentielle Parabolique, dont 
2. 8. 18. &c. eft l’intégrale & la Quadrature, &c. 

Car c’eft fur tous ces objets que j’invite les Infinitaires de tour- 
ner un peu leur attention Scieur fagacité , j’cfpcrc M. que vous 
voudrez bien y donner quelques uns de vos moments de loiflr , & 
m'en dire votre penfée. J’ai l'honneur d’être en attendant , votre 
très , Sic. Ce 8 O&obrc. 
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Mercure de Décembre 1718. premier volume , page 1691. 

Lettre de M. l'Abbé le Franc , au R. P. C. J. 

L A difpure que vous avez. Mon Révérend Pere, avecM.de 
Foncencllc, excite la curiofité de roue le monde (avant. Ec 
les coups que vous vous portez réciproquement, attirent tous nos 
regards. En effet , il cft difficile de trou ver deux rivaux mieux af- 
fortis. 

Le plaifir d'être fpccbtcur d’un fi beau combat m’a interefle 
comme les autres j & dans l’attente du jugement du public , je 
me fuis mis en état de pouvoir entendre les railons de fes déci- 
dons. 

C’eft dans cet cfprit de docilité que j’y ai lu la lettre que vous 
avez écrite à M. de Fontencllc, dans les Jonrnauxde Trévoux. 
Elle renferme deux parties. Dans la première , vous prouvez que la 
fuite de ces fractions}, j,!,&c. cft égale à celle des unités j.i. i.ôcc. 

La féconde démonftration que vous en apportez, cft que con- 
cevant une Hyperbole équilatere avec les Afymptotcs, Se pre- 
nantes A fymptotes pour l’unité , on aura la fuite 1. 1. 1 . &c. ré- 
préfentée par le quarré des Afymptotcs la fuite j» f , 7, &c. repré- 
ientéepar la concavité de la Courbe, lcurdiffércnce f, 4 >&c. 
repréfentée par la convexité Afymptotiquc. 

Or permettez moi de vous expofer quelques difficultés qui 
m’ontarrêté. Vous eft-il permis de repréfenter la fuite des unités 
par des lignes infinies , Se l”étatdc la queftion ne regarde-t-il pas 
des unités finies? 

Dans la dernière fuite}, j,!, l’unité, qui fait le numérateur 
de tous les termes , cft infinie , Se les unitésqui compofent les dé- 
nominateurs font finies s puifqu’clles font exprimées par des parties 
égales . prifes furl’Afymptotc. 

Voilà donc deux fortes d’unités que vous admettez. Si vous di- 
tes que les unités des dénominateurs font finies, cette fuite pourra 
être repréfentée par cette autre!, ! , 3 , Sec. fi vous dites , qu’cl- 
les font infinies Se du même genre que l’unité du numérateur, 
cette fuite ne pourra plusêcre repréfentée par la convexité Afymp- 
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totiquc. Je vous prie, M. R. P. de me tirer de toutes ces difficultés; 
elles peuvent arrêter toutcfprit raifonnable , qui veut avoir des 
idées refléchies fur toutes chofcs. 

Leur réfolution répandra un nouveau jour fur toute cette matiè- 
re de l'infini, qui ne fait que d’éclore ,8c qui eft encore toute cou- 
verte de ténèbres , 6 C de nuages. Au rcfte,on ne peut rien ajouter 
à l’cftime 6c au rcl'peclavec lequel je fuis , 6cc. 


Mercure de Décembre 1718. fécond volume , page 1797. 

Réconft de M. le Chevalier de Louville , au R. P. CaJlel , JéJui/e, 
écrite d' Or liant , le 16 Novembre 1718. 

J ’A t lu , Mon Rcverend Pere , la réponfc que vous m'avez faire 
dans le Mercure du mois d'Oclobre dernier; 8c quoique je 
lois fort ennemi de toute difpute , j’ai cru que je ne pouvois me dif- 
penferdevous répliquer, dans la crainte que vous n’attribuafficz 
mon filcncc, ou à mépris, dont je fuis extrêmement éloigné, 
connoilïànt votre mérite , quoique je n’aye pas l’honneur de 
vous connoître pcrfonncllement , ou a impuiflance de répondre. 

Je commence donc par vous dire qu’il me paroît allez fingulicr 
que vous vouliez combattre mafqué , 8c que vous trouviez mau- 
vais que les autres ne veuillent pas paroître à vilâge découvert; 
c’eft parce que vous ne vous nommiez pas , que je ne me fuis pas 
nommé non plus. 

Vous delignicz votre nom par des lettres initiales; j’ai fait de 
même , 6c c’eft apparemment laraifon pour laquelle l’autre ano- 
nime qui vous a attaqué , ne s'eft pas nommé non plus. Je n’ai pas 
fait au refte, grand myftcre de mon nom , puifque je m’étois 
fait connoître à l’Auteur du Mercure ( mais enfin , jemedémaf- 
qtie , puifque vous le fouhaitez , 8c que vous vous êtes fait connoî- 
tre auffi. 

Comme je remarque que toute la difpute qui eft entre nous ne 
roule que fur un point unique; il n’eftqueftion que de démontrer 
d’une manière incontcftable la vérité de mon opinion , 8c c’eft ce 
que j'elpere faire dans cette lettre. 

Ce point eft que vous prétendez que deux quantités qui nedif- 
férentl’uncdel’autre que d’une quantité infiniment moindre qu’ci- 
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les , font examinent, rigourenfement & parfaitement égales t car 
vous vous fervez de tous ccs termes , au lieu que je prétends , moi» 
qu'elles ne (ont ni parfaitement, nicxaélcmcnt , ni rigoureufcmenc 
égales, mais feulement d’une égalité approchante de la véritable, 
& c’cfl ce qu’il s’agit d’examiner. 

Je commence donc par une démonflration que vous avez don- 
née dans la réponfc qüe vous avez faite à M. de Fontenelle, qui 
commence ainfi. Autre démon fl ration Géométrique. Concevons un 
triangle plfinde lignes faralleles à fa bafe , mais fi plein que ces lignes 
foient infiniment voijtnes , fans intervalle , contiguës <jr collées l une à 
r autre les yeux ne voyent point cela , mais l'efprit le conçoit. Je prends 
la bafe , que j'appelle ta première de ces lignes i Je ne prends pas la fé- 
condé , mais la troifiéme i je laijfe la quatrième cr prends la cinquième , 
Cr toujours alternativement toutes les impaires depuis la bafe jufqu'i 
la cime , &e. 

Je ne faurois vous cirer la page ou cette démonflration efl 
n’ayant pas le Mercure entre les mains, mais feulement un extrait» 
& je remarquerai en pafTant qu’il ne me paroît pas que l’efprit con- 
çoive mieux des lignes , ainfi collées les unes aux autres , fans in- 
tervalle , que les yeux ne les voyent; car une infinité de lignes 
fans largeur qui fe toucheroient , ne (croient jamais la moindre 
largeur, Sc ne compoferoient pat conféquent aucune furface. 

Il faut donc leur fuppofer quelque largeur infiniment petite, 
fi vous voulez, mais toujours leur en faut - il fuppofer quel- 
qu’une , pourqu’elle pu i fie remplir l'aire de votre triangle , mais 
ceci ne fait rien à notre fujet. 

Cette démonflration efl la feule qui fut inconteflablc fi elle n’é- 
toit pas défeétueufe ; mais comme elle ne roule que fur le principe 
contcflé , qui efl que vous fuppofez que toutes ccs lignes ou or- 
données parallèles àlabafede votre triangle font exactement éga- 
les entr’cllcs , elle ne prouve rien à ceux qui vous difputent cette 
égalité. t 

Car je rie que votre première Ordonnée , qui efl la bafe du 
triangle , foit exactement égale à la féconde , ni la fécondé à la 
troifiéme , & ainfi du relie ; car s’il étoit vrai que la première fut 
exactement égale à la féconde, par la même raifon la fécondé feroie 
exactement égale à la troifiéme. Donc la première & la troifiéme 
feroient exactement égales à la quatrième , celle là à la cinquième , 
& ainfi à l’infini , jufqu’àla dcrnicre qui fe crouvcroir par là être 
égale à la première. 
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Donc votre triangle ncfcroitplus un triangle, mais un parallé- 
logramme contre la fuppolîcion , donc il cft faux que ces lignes 
foient exactement égales , comme vous le prétendez. Mais au con-' 
traire d’une égalité quin’cft qu’approchée , £cque toutes ces lignes 
vont en diminuant! ce qui tait que la derniere eft enfin nulle ou 
égale à o , ce qui n’arriveroit pas li elles étoient d’une égalité par- 
faite. 

Or toutes ces lignes ne font cependant differentes l’une de l’au- 
tre, que d'une quantité infiniment moindre qu’elles. Donc il eff: 
faux que des lignes ou telle autre quantité qu’on voudra, foient 
exactement égales, quoiqu’elles ne différent que d’une quantité 
infiniment moindre qu’elles. Ce qu'il falloit démontrer. 

Autre dtmonjîration. 

Je vais tâcher de donner une démonftration fi fimple de la vé- 
rité que je veux établir , qu’il ne fera pas néccflairc de faire graver 
une figure, le lecteur y pourra aifémenu fupplécr d’imagination, 
pour peu qu’il y apporte d’attention. 

Soie donc un demi cercle , dont le diamçtre foit AB , qu’on 
fuppofe horizontal , & le centre C, du point C foit élevé à ce dia- 
mecrc, la perpendiculaire CD , quife termine en D, à la circonfé- 
rence , & foit pris entre A Se C , où l’on voudra le point X , du- 
quel j'éleve fur AD la perpendiculaire Xe. , quife termine en c, 
à la circonférence du cercle. 

Ayant pris un autre point AT fur le même diamètre, infiniment 
près de X, je mené par ce point à la ligne are la parallèle XE, qui 
rencontre la circonférence en E , & je mené par les deux extré- 
mités eE de ces deux lignes une droite cE , que je prolonge de part 
& d’autre arbitrairement. 

Les deux lignes xe t XE, étant infiniment proche l’une de l’au- 
tre, Se étant parallèles par la conftrudion , ne different l'une de 
l’autre que d’une quantité infiniment moindre qu’elles , & pat 
conféquent, félon vos principes , ces mêmes lignes feront exacte- 
ment égales. 

Mais je vais prouver qu’elles ne le font pas , fi ces deux lignes 
xe, XE , étoient égales , étant outre cela parallèles par la conftruc- 
tioti , le périr Quadrilatère xe, XE, feroit un parallélogramme, 
car tout Quadrilatère rectiligne qui a deux de fes cotés op- 
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pofés , égaux te parallèles, eftun parallélogramme. 

Or la propriété la plus cflèntielle d’un parallélogramme eft d'a- 
voir deux de les côtes oppofes quelconques parallèles entr’euxj 
puifque c’tft mêmé de cette propriété qu’il t:rc Ton nom , donc le 
peticcôréfÆ , fera parallèle au petit côté xX. Or cE fait partie de 
la tangente du cercle au pointe, ou £ & xX, fait partie du dia- 
mètre XB ; donc la tangente du Cercle au pointe , (croit parallèle 
au diamcttre.4 B -, Se parconféquent perpendiculaire à l’appliquée 
ex , qui cft perpendiculaire à ce diametre. 

Maisparlanaturedu cercle, cette même tangente fE cft perpen- 
diculaire au rayon ce , qui parte par le point dccontacl , Se par le 
centre C dtf Cercle. Donc une même ligne droite fèroit perpendi- 
culaire à deux lignes qui diflérent de polition ; ccquicft impofli- 
ble. Donc il étoitfaux que les deux lignes are, XE , fuflent égales 
CQF.D.. 

Ne croyez pas , au refte , que ces deux démonftrations foient les 
fculcsquc je pourrois apporter pour prouver la même vérité ; mais 
une ou deux font ftifiilanres, pourvu qu’elles foient bonnes & dé- 
crives, tellcsquemcpacoirtentlcs deux que je viens de donner. 
Vous voyez , (ans doute , mon R. P. que tout votre fyftême tombe 
dès que cette vérité cft établie, fans qu’il foie néccflàire de vous le 
faire remarquer. 

M. Le Marquis de l’Hôpital a dit dans fon Analyfe des ïnfini- 
rnens petits , qu’on pouvoir prendre indifféremment l’une pour 
l’autre deux quantités , qui nediffcroiem l’une de l’autre que d’une 
quantité infiniment moindre qu’elles , cela eftvrai, mais il s’en 
faut tenir là. 

C’eft abufer des termes , que de dire qu’elles font égales; vous 
ti ' êtes nas cependant Je feul qui les ayez dites égales, mais vous 
êtes le. feu! que je fçache qui ayez enchéri fur les autres , & qui les 
diliez, exactement, parfaitement Se rigoureufiement égales , Se 
cependant vous comprenez que ces mêmes quantités different l'une 
de l’autre ; mais fclon le langage de tout le genre humain , différer 
ou n’être pas égale; être égaie ou ne point différer, fignific pré- 
eifément la mêmcchofc ; & il n’y a pas d’apparence que î’on réfor- 
me en votre faveur Se petit être de quclqu’autrc Infinitaire, une 
chofc établie fi univcrfelkment & fondée d’ailleurs fur le bon 
fens. 

Je n’avois garde de prendre votre Paradoxe dans le même fens 

que 
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que vous , vos termes d’égalité , précife & cxa&c , m’en auroienc 
bien empêché ; mais que devient votre Paradoxe dès que vous le 
prenez dans ce fcns-là ? 

Qu’y a-t-il d'étonnant , fi deux quantités, qui ne font égales 
que parce que vous leur donnez ce nom, mais qui difFercntrécllc- 
ment l’une de l’autre, laifiènt un relie lorfqu’on iouftrair la pluspc- 
titc de la plus grande , tout le Paradoxe efl dans vos expreflions , & 
.cela ne valoir pas la peine d’être propofé aux Géomètres ; tout 
ce qui m’avoit paru qui méritât quclqu'cclaircificmenr , étoit la 
preuve que vous apportiez pour prouver ce que vous avanciez , 
qui étoit fpécieufc à qui ne l’examicoit pas avec allez d’atten- 
tion. 

Car on ne voyoic pas d’abord que deux fériés qui avoient les 
mêmes termes, loient égales en ce que le nombre des termes n’é- 
toit pas le même dans l’une 8c dans l’autre. Vous dites que vous le 
fçavicZijclc veux croire, puifquevous le dites, mais vous deviez 
donc en avertir lesLcéleurs, ou plutôt vous ne deviez pas vous 
fervirde cette preuve qui ne conduoit rien , puifqu’elle fuppofoit 
ce qui étoit en queltion. Je fuis , M. R, P. éc c. 


Mercure de Janvier 1715. page 44. 

Répliqué de M. P Abbé le Franc à celle de M. B. H. D. R. 

L E R. P. Caftel m’a communiqué, Monfieur, la lettre que 
vous lui avez envoyée , 5 c comme il ne m’a point paru dans 
le deflein d’y répondre , jugeant que ce qu’il avoit dit dans les let- 
tre précédentes , devoit fuffirc pour éclaircir cette matière, 5c ne 
voulant pas fe commettre avec des anonimes , je me fuis chargé 
de ce foin. Pour entrer donc fur le champ en matière , je remar- 
que , Monfieur , que vous convenez que Us deux fériés 1 . \ , i , 8cc. 
OC j , j , \ , 6c c. forment des quantités infinies , quelles different d'une 
quantité finie , donc elles font égalés. Mais , dites-vous , elles ne le font 
pas d’ une égalité rigour eu fe j c’elldonc à cette égalité rigoureufe qu’il 
faut que je m’attache. 

Pour la prouver, je dis 1 que ces deux feries font anlîî rigott - 
reufement égalesque ccs quantités 00— {• 1. & oc.* -+ ^.v ,6c 
lame II. N n 


j. Si sicUîlîons 

y ~^iy ydx-\-d*dy Stydx. z°. que leur égalité eft au® 
exaCté que celle de l’Hyperbole équilatere infinie , 6c de cette fuite 
I. 2.3.4. & c - de même que celle de la derniere Parabole 6c de la 
même fuite. 

3«, Je dis quelque chofe de plus , elles font auffi géométrique- 
ment égales, que la circonférence de la Cicloïde efl égale au quadru- 

f ile du diamètre du cercle générateur, que la Parabole = y xy. que 
e fufeau Parabolique eft moitié du Cylindre circonfcrit. Prou- 
vons-le. 

Pour avoir la rectification d’une courbe , on fait qu’il faut la re- 
garder comme unPoligone d’une infinité de côtés , fans cela on ne 
pourrait avoir cette formule du = ÿdx 1 - f \ddy l . Quelque mé- 
thode que l’on prenne pour reftifier une Courbe , il faut toujours 
la regarder comme l’aflcmblage d’une infinité de petites lignes droi- 
tes , ou de lignes courbes rcCtifiables. 

Or il cft clair, que chaque petit arc eft plus grand que chaque 
petit côté qui cft fa corde’ Donc lorfqu’on eft afîez heureux pouf 
trouver la fomme de ces petits côtés , n'eft-il pas évident qu’on né- 
gligc une infinité de petites différences. 

Ces rectifications , félon vous , ne feront point rigoureufes ni 
exactes , puifquc chaque petite corde étant ôtée de celle des Arcs, 
ne donne pas un z.éroabfolu. Quelle différence mettez - vous donc 
entre les courbes rnftifiables, 6c celles qui ne le font pas ? Entre la 
fccoode Parabole cubique 6c le cercle ? 

Dans la formule générale de la Quadraturc/<é* , exprime le pe- 
tit trapeze compris entre deux Ordonnées infiniment proche. Or 
dans cette exprelfion on néglige deux chofes qui font le petit trian- 
gle infinitcfimal \dxdy, 6c le petit fegment compris entre Parc 6c 
la cordc dans la formule yydx , on néglige ce petit anneau qui eft à 
rextrémicédcj-. . . 

Ces Quadratures & ces folidités ne feraient donc pas rigoureuk- 
ment exaCles , & la Géométrie fublimc ne pourrait fe vanter de la 
certitude de fes démonftrations , fi la plupart de fes déterminations 
n’écoicnt que phy fiquement & JenJiblcment égales 6c non pas gimltri- 

^Donc fi deux quantités finies font exactement égales ,fila Para- 
bole eft exactement = f du parallelograme des Ordonnées, quoi- 
que les principes de leur Quadrature renferment une infinité de pe- 
tites différences , n’cft-il pas évident que les deux fériés en queftion 
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font égales, quoique les termes de l’une foienc plusgrandsque les 
termes de l’autre. 

Mais , me direz-vous , la plupart de ces différences ne fub- 
fiftent que dans l’opération & dans le calcul , 8c s’évanouiffçnt à la 
fin , puifqu’ordinaircmcnt x eft fuppofée égale à une quantité 
confiante. Il en eft de même de ces deux fériés. L’inégalité que l’on 
apperçoit entre leurs termes ne fubûftc que dans la fluxion, <Sc 
lorfqu’elles ont reçu toute leur plénitude, elle difparoîr 8c s’an- 
néantit, & leur dernier terme devient une quantité confiante, 
puifque la fluxion s’arrête , ou ce qui me paroifloit la même chofe , 
change de genre. 

Quant à ce qui regarde la diftinêlion du Géométrique d’avec l'A- 
rithmétique , qui paroît vous révolter fi fort , rien, ccmefemblc, 
n’eft plus (Impie » vous favez fans doute que le rapport arithmétique 
eft l’excès d’une grandeur fur une autre , 8c que k géométrique eu le 
quotient d’une quantité diviféc par une autre. 

Ces deux rapports font bien différents entre deux quantités:ainfl 
entre a 8c 6 . le rapport arithmétique eft 4. 8c le géométrique eft i 
appliquons ce ci aux fériés. Dans celle de 1. 1. 1. 1. Sec. le rap- 
port arithmétique eft toujours le même ainfi que le géométrique ; le 
premier eft toujours zxro , 8c le fécond 1 . dans celle des nombres 
naturels. I. a. 3. 4. &c. /’ arithmétique eft le même étant = 1. 8c 

géométrique change 8c va toujours en diminuant, puifque celui 
de 1. à a.cfti , celui de î. à 3. eft 7, celui de 3. à 4. eft 1. 

Or £ eft plus petic que f , 8c \ plus petit que 7 ; donc fi les nom- 
bres vont à l'infini , lerapporc géométrique diminuera à l’infini. 


nombres de cette ferie {ont géométriquement égaux 8c arithmétique- 
ment inégaux j l’unité dans le rapport géométrique étant; 8c dans 
1 arithmétique étant toujours 1 . dans la ferie des (radiions 1 , 7, 
le rapport géométrique eft réciproque aux dénominateurs de ces 

fraftions, 8c l’arithmétique eft - , , &c. 

D’où l’on voit que ces rapports géométrique 8c arithmétique 
varient, 8c vont toujours en diminuant; mais les décroiffèmens 
de l’Arithmétique font bien plus rapides , 8c lorfque le rapport 
géométrique eu = f l’arithmétique =;. Venons aux fommes de 
ces deux dernières fériés. 

Dans la première qui eft 1. 2. 3.4.3. 6. 8cc.û l’on prend la font- 

Nnij 
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me des termes pairs & celle des termes impairs , le rapport géo- 
métrique va toujours en diminuant, pendant que le rapport arith- 
métique qui va toujours en augmentant fuivant la fuite des nom- 
bres naturels i. 1.3.4. d’où il luit que dans l'infini , la fomme des 
termes pairs fera géométriquement égale à celle des termes impairs, 
au lieu que le rapport arithmétique devient infini -, ce qui a été 
prouvé par M.dc Fontenelle , 8c le P. Caffel. 

' Dans la feriedes fractions 1. ; , 7 > ; , le rapport géométrique 
de la fomme des termes pairs à celle des impairs , va toujours en 
diminuant , puifque 1. eu double def, 1 -+ — t-j:: 16, 9. 8C 

t-f 7-+I, -f i-f;-* J:: 17 6 , 165. Scie rapport arithmétique 


va toujours en augmentant. 

Donc l’infini réduira le rapport géométrique à l’égalité , pen-' 
dantquc le rapport arithmétique deviendra une quantité finie. 
Vous voyez par là combien vous vous éloignez de la vérité , 
quand vous dites que la fuite des fractions paires j , £ , j , &c. n’eft 

f ias la moitié de la ferieenticre 1.'-. i. ~.j. j. 8cc. mais feulement 
a moitié de fa moitié , délivrai qu'elle n’a que la moitié dû nom- 
bre defes termes j mais tous fes termes étant finis, 8c ceux de la 
féconde moitié étant infiniment petits, elle ne différera de la moi- 
tié de la fuite entière que de cette fécondé moitié, c’eft- à -dire, 
d’une grandeur finie, comme vous en convenez vous-même, 8c 
partant elle fera géométriquement égale à la moitié de la ferie 
entière, quoiqu’elle ait un rapport arithmétique fini. 

Remarquez encore quelorlque nous difons que deux quantités 
font géométriquement égales, 8c arithmétiquement inégales, cette 
propofirion ne fubfifte que dans l’infini , l'infini feul ayant le privi- 
lège de faire évanouir tout ce qui eft.d’un genre inférieur. Donc les 
deux furfaces que vous alléguez , dont l’une étoit de too toifes, 8c 
l’autre d’un autre nombre de toifes , (ont inégales en tout fens, puif- 
qu’ellesont un rapport géométrique fini. 

Au relie je crois devoir rendre jufticc au P. Caftel,en avertiffànt 
quecette dillinélion vient de lui, & en vous démontrant qu’il a 
entendu ce qu’il nous difoit en nousenfeignantentr'autres choies, 
que la quadrature de la Paraboledefcend ae cettè fuite 1. 8. 18.31. 
jo.71. 11 fautbien qu'il l’aitentcndu , puifque je l’ai entendu , dès 
que fa lettre parut dans le Mercure , 8c voilà comme je l'ai com- 
pris. 

J’ai remarqué que cette fuite cil double de celle des nombres 
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quartés i. 4. 9. 16. Sec. lefquels nombres quarrés font repréfen- 
tés par l’efpace extérieur de la Parabole , mais l'efpace intéricureft 
double decct efpace extérieur , puifque le premier == y xy & le 
fécond = j xy. 


Mercure de Février 1729. page 154. 

Répliqué du P. C a fiel Je 'fuite , aux fécondés obje3ions de M. le Che- 
valier de Le avilie , de l'Académie Royale des Sciences. 

MONSIEUR, 

A Pre's vous avoir remercié de l’honneur que vous avez fait 
à mon Paradoxe Géométrique de l’attaquer, & de celui 
que vous faites à ma réponfc d’y répliquer , & de le faire avec tou- 
te la politcflèSr la candeur qui convient à une perfonnede votre 
capacité fie de votre mérite, je prends le ftile géométrique comme 
le plus expéditif fur toutes fortes de matières , le plus féanc à des 
Géomètres , fie le plus propre à éclaircir une queftion que la mul* 
titude des difeuffions ne feroit qu’embrouiller déformais. 

Première Proportion. 

Vous dites vers la fin de votre réplique , que ce Paradoxe ne va- 
loir pas la peine d’être propofé aux Géomètres. Permcttez-moi de 
démontrer le contraire. 

Première Démonflration. 

Vous - même vous l’avez cru digne de réponte & de réplique s 
îc quand vous n’auriez fait que prendre Amplement la peine de me 
dircen public qu’il ne valoit pas la peine d’être propote, cela feul 
m’eut perfuadé qu’il n’en étoit pas fi indigne , ce qu’il falloir démon* 
(rcr. 

i°. Jamais point de Géométrie n’a été plus difeuté en moins de 
tems par d'habiles Géomètres. Le Paradoxe fut propofé au mois 
de Juin. Dèsle 1 1. de Juillet le célébré M. de Fontcnelle, l'orne- 
ment de votre Sçavante Académie , l’adopta, en même tems deux 
ou trois anonimes le critiquèrent. Dès le mois d’ Août votre criti- 
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que parut, & depuis ce tems-là , il n’y a pas eu de mois où on 
n’en ait vu des critiques ou des apologies ; car M. le Marquis de 
B*** l’a adopté dans une pièce pleine de la plus Tranfcendante 
Géométrie. MSAbbéle Franc qui eft fort vcrlc dans la Géométrie 
de l’infini , l’a auffi adopté. Ce qu'il falltit démontrer. 

Deuxième Propoftion. 

Vous dites qu’il eft fingulierque je veuille combattre mafqué 
avec des gens aémafqués. 

Première Démonjlration. 

Je ne veux point combattre , je me défends de mon mieux , mai» 
je n'ai attaqué perfon ne dans mon Paradoxe. Ainfi quand je n’y 
aurois pas mis mon nom . perionne n’auroit droit de s’enformali- 
fer j mais dès que vous m’attaquez , j’ai droit de vous demander qui 
vous êtes. Ce qu'il falltit démontrer. 

Mais j’avois mis mon nom , fie à vous parler franchement, 
je doute que vous eufliez attaqué mon Paradoxe, fi vous n’euflieas 
fu qu’il venoit de moi. C. Q. F. D. 

Troiféme Propoftion. 

Votre attaque n’eft pas tant contre moi fi c contre le Paradoxe , 
que contre toute la Géométrie fie les Géomètres Infinitaircs. 

Démonjlration. 

Sans doute que vous avez cru avoir meilleur marché de moi que 
de tout autre -, mais il eft vrai qu’outre M. de Fontenelle que vou9 
deffignez allez par ces mots quelqu autre lnfinitaire outre deux oa 
trois autres qui ont adopté mon Paradoxe , vous attaquez tous lea 
principes fit tous les railonnemens les plus légitimes de la Géomé- 
trie de l’InfinijComme la fuite le fera voir dimnétcmenc C.Q.F.D, 

Quatrième Propofition. 

Vous fappez non-feulement la Géométrie de l’Infini , mais toute 
bonne Géométrie. . , 
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Dtmonjiraüon. 

Je ne dis rien du principe des indivifiblcs adoptés depuis Cava- 
lieri par tous les vrais Géomètres. Mais vous pofez un principe 
qui va à ruiner toute la Géométrie, en lui ôtant Ton exactitude 
& fà précifion , en fuftituant les approximations aux exhauftions , 
& les à peu pris vagues de la pratique, à langueur fcrupuleufe de 
la théorie. 

Car en propres termes vous dites qu’il eft vrai , & qu’il faut s’en 
tenir à prendre indifféremment l’une pour l’autre deux quantités 
qu’on ne peut, fansabufer des termes, traiter non-feulement de 
rigoureufement égales , mais même de fîmplement égales. Je ne fais 

f >asfi les Géomètres ordinaires adopteront votre principe , mais 
es Géomètres infinitaires font plus exacts , & j'ofe bien répondre 
qu’aucun ne l'adoptera. C. Q. F. D. 

Cinquième ¥ropofition % 

» . 

Votre répliqué n’eft pas complette. 

Démonjîration, 

Il falloir ou foutenir vfftre première attaque contre ma répoa- 
fe, ou convenir que j’avois railon. Vous ne faites ni l’un ni l'au- 
tre , & en donnant aux chofcs un tour que je n’ai guercs com- 
pris , vous trouvez le fecret de conclure que j’ai encore tort. 

Vous ne dites mot en particulier de la ferie de M. Léibnitx , , que 
vous m’aviez oppofée. Ce que j’enaidit, efl-il vrai , eft-il faux ? 
Vous vous jettez fur une de mes démonftrations , & vous laillêz 
toutes les autres, en infinuant que les autres ne la valent pas. Je 
veux croire que celle-là eft la meilleure & la plus à portée de tout 
le monde , étant toute immédiatement fondée fur feuclidc } mais 
je prends aékeque les autres font bonnes puifquevousne lesatta- 
quez pas. C. Q. F.D. 

Sixième Propojhion. 

Vous ne combattez pas !a démonftration que vous attaquez. 
Dcmonjlratitn. 

Vous avez cru que j’y pofois en principe l’égalité exacte de deux 
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grandeurs infiniment peu differentes. Ce n’eft point un principe , 
c’cftuneconclufion, je ne fuppofe pointeette égalité, je la dé- 
montre. C. F. D. 

Septième Propojition. 

Ma démonftration fubfifte dans toute là force. 

Dcmonjlration. 

Je faifois voir qu’un triangle formé de toutes les ordonnées im- 
paires d’un autre triangle , en eft la moitié précife , puifqu’il a pré- 
eifément fa demie baie, & précifément la même hauteur. Delà je 
concluois fans répliqué , & d’après Euclidc , que l’autre triangle 
partiel formé desOrdonnécs paires, eft auffi précifément l’autre 
moitié du grand, 8f précifément égal à celui des Ordonnées im- 
paires, malgré l’excès infiniment petit de la hauteur de celui-ci 
fur celui-là. D’où çrfin je concluois qu’une différence infiniment 
petite n’empêcho.t pas la plusrigourcule égalité.C'étoitlàC.^.KD. 

Huitième Démon fi ration . 

Votre démonftration eft ingénieufefic fubtile , & voilà touf- 
Démonjlration . 

Elle revient au raifonnement ingénieux, mais peu férieux , je 
penfe , de Tbémijioclc , qui difoit à les amis • mon n!s gouverne fa 
mere , fa mere me gouverne , je gouverne la Grèce , la Grèce gou- 
verne P Afic , l’Afie gouverne le monde entier. Ainfi mon fils gou- 
verne le monde entier. f 

La première Ordonnée triangulaire , dites-vous eft égale à la fé- 
conde , la fécondé à la troifiéme , la , &c. Donc la première con- 
cluez vous , eft égale à la dernière , c’eft- à-dirc la baie eft égale à la 
pointe. Mais vous tranfportczau fini fansraifon , une égalité que 
je n’ai affignée que dans l’infini. 

Selon moi cette égalité ne fubfifte qu’entre deux Ordonnée* 
contiguës, ou même entre un nombre d Ordonnées qui ne compo- 
fent qu’une largeur infiniment petite. Dès que vous portez la com- 
paraifon d’une largeur infiniment petite à une largeur finie , je 
vous demande compte des différences que je vous permettois.de 

négliger , 
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négliger, tandis que la fomme en étoir finie, mais que tout lnfi- 
nicairc évalue dès que le nombre en eft infini. C. Q. F. D. 

Neuvième Propo/ition. 

Votre démonftration , non plus que toutes celles que d’autre* 
ont oppofées au Paradoxe, n'en attaquent que la moitié, 6c par 
eonféquent ne l’attaquent point du tout. 

Démonft ratio». 

! Je n’ai point admis d’égalité , quoiqu’exa£ke , qui exclut les dif- 
férences, non plus queacs différences qui fuflcnt incompatibles 
avec la plus exacte égalité. Faites marcher ces deux chofcs enfem- 
ble, & vous trouverez dans l’une des réponfes aux difficultés que 
vousferiez tenté d’oppofer à l’autre. Eternellement vous me par- 
lez des différences qui régnent ici , comme fi dès la première pro- 
pofition du Paradoxe je ne les avois pas admifes , & qu’elles ne- 
fuflènt pas de l’eflcncc même du Paradoxe. C. Q. F. D. 

Dixiéme Prtpejîdon. 

Votre démonftration fe tourne contre vour. 

Démonftration . 

On peut , félon vou* , prendre indifféremment la fécondé Or- 
donnée pour la première , la troifiéme , pour la feçonde , la qua- 
trième , pour la troifiéme , ôcc. On peut donc prendre la dernière-' 
pour la première , 6c le point pour la ligne. C. Q. F. D. 

Onzième Propofition. 

Votre féconde démonftration eft directement contraire àtoutc- 
la Géométrie de l’Infini , 6c contre vous-même. - 

Démonftration. ■ 

Les Infinitaires prennent conftamment pour égales les deux 
Ordonnées ; foufnormales de la Tangente , 5c lc Quadrilatère 

Tome IL Oo 
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qu’elles forment avec cette Tangente, 8t avec l’axe, ils le prennent 
conftamcnt pour un rcélangleou un parallélogramme, & je fuis 
bien fûr qu'il n’y en a pas un qui n’adopte en propre terme tout ce 
que vous m’oppofez. Vous-même vous l’adoptez, en adoptant le 
principe de prendre indifféremment l’une pour l'autre des deux 
Ordonnées. C. Q. F.D. 


Dottzitmi Frcpojition. 

Le procédé confiant des Infinitaires les met à couvert de votre 
x>bje£lion. 

Démonft ration, < 


Ouvrez leurs livres , fi vous jugez que la chofc en vaille ta 
peine; vous leur verrez fuppofer tantôt l’égalité de ces deux lignes 
& tantôt leurs différences. Dans les Quadratures ils fuppofent l’é- 
galité en fuppofanty</ar , ou même avec M. Ntwtsn ,y , pour leur 
élément, mais dans les rc&ifications St dans les tangentes vous 
verrez revivre les dy , Stlcs^x. C. Q. F.D. 

Treizième Vropefiùtm. 

Votre féconde démonftration cft contre les premiers principes 
de la Géométrie la plus fimple. 

Démonfînttion, 

Detouttems on a diflinguédçux chofcs dans une ligne droite, 
fa grandeur 6c fa pofîtion. Dans les Quadratures il s’agit de la gran- 
deur abfolue des chofcs ; on n'y a donc aucun égard aux diffé- 
rences ni aux points extrêmes des Ordonnées contiguës. 

Dans l'affaire des Tangentes, 6c dans toutes celles qui regar- 
dent uniquement la pofîtion des lignes, on a égard à l’obliauité 
dos extrémités de ces Ordonnées, 6c loin de fuppofer dy nul,8c 
du égal à dx , on fuppofe du , égal à la racine des quarrés des coor- 
données. Admirez, je vous prie, la juflcfle & la circonfpcélion de ce 
double procédé des Infinitaires , & en même tems fentezla nécef- 
fitédu double point de vue que préfente le Paradoxe ,8c convenez 
<«jue j’ai bien démontré. C. Q.F. D. 

Sfbolie. J’ai bien fenti dès le commencement , que la difficulté 
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que vous 8c deux ou trois autres Ami- Infnitaira , vous aviez à 
loufcrireau Paradoxe, venoit de la vigueur géométrique où j’y 
prenois les chofes. Mais que faire à cclà i Je ne fçaurois dans la 
Géométrie être Géomètre à demi. 

Dès que je confcntis à prendre indifféremment deux quantités 
l’une pourl'autre , jemefcntisforcéde les regarder comme égales s 
Gr dès que je les ai admis comme égales , je ne te fis qu’à condi- 
tion que je les regarderois comme très-égales , tout-à-fait égales , en 
un mot géométriquement égales. 

Je fais bien , 5c vous m’y faites faire réflexion, qu’il y a des Géo- 
mètres qui fc croycnt comme infinitaires , qui diftinguent ces trois 
opérations > fans que jefçache trop comment, fi ce n’eft peut-être 

Î iu’ils logent l'une dans l’cfprit , l’autre dans la mémoire , 5c la troi- 
îémc dans l’imagination. 

Lorfquc la routine du calcul les entraîne, ils prennent indiffé- 
remment l’une pour l’autre deux Ordonnées contiguës, fans trop 
éxaminer fi elles font égales , 5c fans y regarder de fi près. D’autres 
en y regardant de plus près , & voyant fur tout que cette fuppofi- 
tion ne laiffe pas d’aboutir au vrai , imagine une lortc d’égalité ap- 
prochée qu’un peu d’algebrc jettée deflus, pallie 8c peut-être même 
corrige. 

D'autres enfin , qui fansdoute y regardent de plus près, & de 
très près, conçoivent qu’en bonne Géométrie fi ces Ordonnées 
font égales au point de pouvoir être fubftiruces l’une à l’autre, 
il faut bien qu’elles foient parfaitement égales. 

Je fuis fort fenfible , au rtftc , à ce que vous me dites que je fuis 
/f/è#/quiait jufqu’ici les chofcs dans cette vigueur géométrique. 
C’efttouc cequele meilleur de mes amis auroit pu me dire de plus 
obligeant. Permcttcz-moi , Monficur, d’afpireri ce titre -, je ne 
fuis^as de ceux qu’une critique offente beaucoup. 

Polie même, ou impolie, peu importe, l’impoliteffe ne desbon - 
nore que celui que la fait. Et pourle moins, dèsque j’ai répondu, 
ma paix eft faite avec l’Auteur, 5c je le remercie trèfc-fincerement 
de l’honneur qu’il m’a fait , & fur tout de l’occafion qu’il m’a fait 
naître de penfer 4c de dire bien des chofes dont fou vent je n’aurois 
pas eu la première idée fans cela. Jugez donc combien je dois être 
unfiblc à une cririque honnête qui vient de la part d’un des plu* 
célébrés Académiciens de France , 8c de la fincéricé avec laquelle je 
ftùsrcfpe&ucufemcnr , votre très , 5c c. 


Oo ij/ 



iji Additions 


Mercure de Mars 1719. page 444. 

Lettre de M. B. H. D. R. 

O Uo 1 QU E-te P. C. ait protefié , M. qu’il ne ferait peint de ré- 
pan fe aux' pièces anonimes qui le regarderaient , f ai cru que je de- 
vais répliquer a la lettre qu'il vous a écrite fur fan Paradoxe. L'omif- 
Jion de mon nom ne doit point certainement lui donner gain de eau je , 
fi le droit n'efi pas d'ailleurs de fon cité. C‘e fi au Public à en juger j dr 
e'efi pour cela que je vous fupplie d'inférer dans votre Journal , la lettre 
que j’ai l'honneur de lui eenre. Je ferai , avec bien de la reconnoifance , 


Idem, page 445. 

Répliqué au P. C. fur fon Paradoxe Géométrique. 

MON REVEREND PERE, 

V O U s pouvez l>icn juger que fi après la déclaration que vous 
avez faite à la fin de votre réponfe inférée dans le Mercure de 
Septembre, page 1980. & fuiv. je prends la liberté de vous ré- 
pliquer , ce n’clt pas dans l 'intention de pouflër la critique plus 
loin. Changcantaujourd’hui de manière , je ne ferai Amplement 
que vous demander quelques éclairciflèments s mais fans doute que 
vous aurez la bonté de ne me les pas refufer , pourvu que je 
vous les demande avec toute la modeftie 8c la docilité n éccC- 
faircs. 

Vous dites , il eft vrai , que les explications que vous avez 
déjà données , font fuffifantes pour les vrais Géomètres Infini- 
taires, feuls juges en cette matière ; mais vous remarquerez , s’il 
vous plaît, qu’on trouve fi peu de ces fortes de Géomètres, que 
,cc n’eft pas ordinairement pour eux [qu’on doit écrire , d’autant 
plus qu’il feroit aflèz inutile de vouloir leur apprendre ce qu’ils fa- 
yent déjà. 

yous devez donc , M. P. prendre aujourd'hui la plume pour 
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inftruire le Public , & pour convaincre tous ceux qui ne font pas 
lnfinicaircs au fouverain degré: vous devez par conféquenc me 
feirc l'honneur de me répondre , & c’cft ce que j'avois d’abord i 
•vous démontrer. 

Après cela je vous dirai ingénieufement qu’il me paroîc que le 
raifonnement que j’ai fait pour prouver que les deux fériés 1 plus 
i, plus\ , &c. & 7 , plus j , plus 5, &cc. ne font point égales 
d’une égalité rigour eu fe , fubfifte dans toute fa force s fi elles étoient 
rigoureufement égales , elles feroient chacunes 1a moitiéde latroi- 
fiéme forie 1 plus'- , plus -j , plus 7 , plus f, plus j, 8ic. qu'elles 
forment jointes cnfemblcj mais la fécondé n’cft jamais moitié de 
toute la troifiéme entière , elle n’eft que de la première moitié du 
nombre des termes, 8c ainfi l’autre forie eft donc toujours plus 
grande. 

Voilà où conduit néceiïài rement la démonftration que vous 
indiquâtes dans le premier volume du Mercure de Juin ; il eft fâ- 
cheux pour vous, que le raifonnement par lequel vous préten— ■ 
diez prouver que les deux fériés étoient égales , prouve au con- 
traire, qu’elles ne le font point. Mais quo voulez-vous que j’y 
fade/ 

Faudra t-il que par pure complaifance je rejette un raifonnement 
aulli évident , 8c contre lequel après que vous l’avez rapporté vous- 
même , vous ne trouvez autre chofe à dire , finon que plus on fait 
d'ufage de [on efprit , plus on trouve de raifon de fe défer de [es propres 
lumières; que les chofes que T on croit les mieux entendre , font fouvent 
faujfes , & qu’il faut être Géomètre Infnitaire pour démêler de fembla- 
blés difficultés. 

Vous fentezbien , M.P. que ce n’cft point du tout-là répondre 
a drem, & que je ne dois pas, fut de pareilles raifons , renoncec 
i une vérité claire comme le jour. Ainli vous me permettrez donc 
de foutenir toujours , comme je l’ai déjà fait dans ma lettre du 8. 
de Juillet , que les deux feries dont il s’agit , forment des quantités 
infinies, 8c qu’elles font égales * mais que comme elles ne font pa* 
d’une égalité rigoureufe , il n’cft pas furprenant qu'en ôtant l’une do 
l’autre , lerefte ne foie pas zxro abfolu > mais une grandeur finie dé- 
terminée. 

C’eft ainfi de la même façon que l’a entendu M. de Fontenellc , 
dans fa lettre du 11 . Juillet. En général, dit ce célébré Académicien, 
toutes Us fois qu'on trouve que d'un côte deux grandeurs font égales, 


194 Additions 

dr de l’autre , ej utiles ne le font pas , ce qui ne peut venir que de ce qu'o» 
les aura envi figées ou calculées différemment , il fe trouvera toujours 
quelles feront infinies d'un certain ordre, & auront une différence de 
l'ordre inférieur. 

Cependant vous (buteriez maintenant, M. P.quecen’cft point du 
tout en cela que conlirtc la fingularité * mais en ce que deux chofes 
très- rigoureufement 8c très - géométriquement égales , ne laiflenr pas , 
étant ôtées , l’une de l’autre , de le trouver arithmétiquement iné- 
gales ; deforte que c’cft à préfent la diftinction entre l'égalité géo- 
métrique , 8c l’égalité arithmétique qui donne le propres priori , 8C 
le dénouement complet du Paradoxe. 

Voilà , je vous protefte , un dijlinguo auquel je ne m’attendois 
pas: car je vous avoue , ÔC je le fais le plus modellcmen^ qu'il m'eft 
poflible , que j’avois toujours cru que ce qui étoit vrai géométri- 
quement , l’étoit aufli arithmétiquement. 

Je regardois les nombres appliqués à la Géométrie , comme les 
cxpreflîons des différents rapports que peut avoir l’étendue -, & 
comme je croyois cette exprdnon cxaôtc , je n’cûs jamais foupçon- 
né que de deux furfaccs , géométriquement & rigoureufement égales , 
l r une pût être de cent toifes quarrés , & l’autre d’un autre nombre 
de toifes. 

Pourappliqucrceci à vosferics, chacune exprime en particulier 
l’étendue d’un cfpacc Hyperbolique infiniment long , compris 
entre l’Hyperbole, fon Afymptorc , 8c une Ordonnée : ces deux 
cfpaccs font d’une étendue infinie* maisil feroit de la dernière ab- 
furdité de prétendre qu’ils font plus rigoureufement égaux entr’eux 
que ne le font les deux ferics qui les expriment, puifque l’un fur- 
pnffe l’autre de tout le fegment Afymptotiquc qui eft interprêté en- 
tre les deux Ordonnées, Acquiert égal à la différence i — ÿ-+p 
— ^ -+| — — - , 8c c. des deux fcrics. 

Enfin , M. P. tout re que j’ai l’honneur de vous dire ici me pa- 
role de la dernière évidence * mais peut-être que je me donne en- 
core mal-à-propos pour un homme qui fait cette matière. Dans ce 
cas vous n’avez qu’à faire adopter par M. de Fontenclle , votre 
nouvelle remarque fur les chofcs qui font tout à la fois , vraies en 
Géométrie, 8c ratifies en Arithmétique , & l’affaire fera terminée 
tout d’un coup à votre avantage. 

Je vous offre de cette forte un moyen bien fimplc d’établir vo- 
tre droit , dediffiper les doutes qui pourroient refter , & de pcx- 
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ftfaderen mêmetcms plu fleurs pcrfon nés, qui n’étant pas capables 
d'un examen difficile , ne fc tailleront jamais entraîner que par l’au- 
torité. 

Au furplus,M. P. vous me permettrez de me réjouir avec vous de 
ce que vous entendez ce que vous dites lorfque vous nous appre- 
nez entr’autres chofes , que la Quadrature de la Parabole eft 18. 
18. 31. &c. Je fuis très-véritablement , tçc. B. H. D. R. 

Ce j. Novembre 1718. 

La répliqué à cette Réponfe a été imprimée par inadvertance dans 
le Mercure de Janvier , page 44. 


Journal de Trévoux Février 1719, page 33 j. Art. 14. 

Réflexions du P. D. L. M. fur le Paradoxe propofé par le P. C. dans 
le Mercure du mois de Juin Ijt8. 


I 


L faut commencer par cxpofcr les fuites qui font 
du Paradoxe. 


E A B C D 


la matière 



La colonne A eft une fuite de fra&ions, qui ont toutes pour 
Numérateur l’unité , &c pour Dénominateur les nombres naturels, 
comme montre la figure. 

Chaque terme de" la colonne E eft la moitié du terme corrcf- 
pondant de la colonne A. 

La colonne B renferme tous les termes de la colonne A , dont 
les Dénominateurs font impairs , &c. 

La colonne C ceux dont les Dénominateurs font pairs. 
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La colonne D eft la différence des colonnes B C. 

Le Paradoxe confifte en ce que , félon l’Auteur, les colonnes- 
B C font démontrées égales , 6c en même tems inégales. Tou3 
conviennent que les colonnes BC font inégales ; mais jufqu’à 
préfent il n’a paru aucune démonftration , qui en ait démontré 
l’égalité. Auflitôt que parut le Paradoxe, on me le fît voir ! ÔC 
l’ayant lû , je fis paroitre les trois Proportions fuivantes. 

Première Propof/tiotr, 

Si l’on prend la moitié de chaque terme de la colonne A , on 
aura la moitié de la fomme de la colonne A. Cette propofmon 
ne fouffre aucune difficulté. 

Or par fuppofition chaque terme de ta colonne E eft la moi- 
tié de chaque terme correfpondant de la colonne A. Donc la co« 
lonne E elt la moitié de la colonne A. 

Seconde Propojitiorr. 

Chaque terme dd'la colonne B furpafle chaque terme corref- 
pondant de la colonne C. Cela efl évident. 

Or quand deux colonnes font telles, que chaque terme de la 
première furpafle chaque terme correfpondant de la féconde } il 
efl clair que la première colonne furpafle la fécondé. Donc la» 
colonne B furpafle la colonne C. 

Troijiéme Propofition. 

La colonne C n’cft point la moitié de la colonne A. Voici 
comme je le montre. 

Les colonnes B ScC jointes cnfcmble font égales à la colonne 
A. Cela eft: clair. 

La colonne B eft plus grande que la colonne C. On vient de 
le démontrer dans la fécondé Propofition. 

Donc la colonne C n’cft pas la moitié de la colonne^, puis- 
qu'une moitié ne peut pas être plus petite que l’autre moitié : ce 
qui arriveroit fi les colonnes B C éroient chacune la moitié de 
la colonne A. Ajoutez que la colonne C eft plus petite que la co- 
lonne Ë,qui eft la moitié de la colonne A. Donc la colonne C 
ne peut pas être la moitié de la colonne A. 

Le. P. C. convient que les colonnes B C font inégales , mais il 

- fouace: 
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fbuticnc en même tems quelles doivent être regardées comme 
égales , puifque leur différence eft infiniment petite , par rap- 
port à ces colonnes -, & que deux grandeurs qui ne different que 
a’une quantité infiniment petite, peuvent être prifes indifférem- 
ment l’une pour l’autre , félon l’axiome reçu des plus grands 
Géomètres. 

Quand bien même je conviendrois que la différence des co- 
lonnes SC dl infiniment petite par rapport à ces colonnes , on 
n’en pourroit rien conclure contre mes propofitions , dans les- 
quelles j’ai montré fimplcment qu’il y avoir de la différence en- 
tre les colonnes B &c C , fans déterminer qu’elle étoit cette diffé- 
rence , Sc conféquemment que la colonne C n’étoit pas exacte- 
ment la moitié de la colonne A. 

Mais je ne conviens pas que la différence des colonnes B C 
foit infiniment petite par rapport à ces colonnes. Une telle pro- 
pofition demande une démonftration , & jufqu’à préfent il n’en 
a point paru. 

11 faut bien diftinguer les fuites du Paradoxe, qui font de* 
fractions , de celles qui ne renferment que les dénominateurs de 
ces mêmes fractions. Il y a bien de la différence entre les unes 
& les autres : ce qui convient aux unes ne convient pas aux au- 
tres . comme nousallons montrer. Mais pour faire bien concevoir 
ceci , il faut expofer ces dernieres fuites qui renferment les dé- 
nominateurs des fractions qui font la matière du Paradoxe. 


C. ... 1. 

3 - 

î- 

7 * 

9 ■ 

1 1 . &c. 

B. . . z. 

4 - 

6 . 

8. 

10. 

1 ». &c. 

A. . . 1. 

2 . 

3 - 

4 - 

î- 

6 . &c. Il .Fig, 

D. ... . 

a. 

• • • 

4. . 

• • 

. 6 . &c. 


E. . . 1. ... 3. ... 5. .. . &c. 

La fuite C eft une fuite à l’infini des nombres impairs , à com- 
mencer par l’unité. 

La fuite B eft une fuite à l’infini des nombres pairs à commen- 
cer par ». 

T$mt IL ' P p 
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La fuite A eft une fuite à l’infini des nombres naturels , à com- 
mencer par l’unité. 

La fuite D renferme tous les nombres pairs , qui fc trouvent 
dans la fuite A. 

La fuite E renferme les nombres impairs de la fuite yf. 

Les fuites C 8 A renferment chacune le même nombre de ter- 
mes i & le nombre des termes de chaque fuite eft double du nom- 
bre des termes de la fuicc D ou E , puifque ces deux fuites renfer- 
ment autant de termes l’une que l’autre; & que jointes enfem- 
blcs , elles ne renferment que le même nombre des termes que 
renferme la fuite A. 

11 eft évident que les fuites ADE, Fig. z. ne renferment que 
les dénominateurs des colonnes ABC , Fig. i. qui renferment 
les fraêfions du Paradoxe. Il ne faut que jetter les yeux fur les co- 
lonnes , & fur les fuites, pour en être convaincu. 

La fomme de la fuite C eft égale au quarré du nombre des 
termes que renferme cette fuite. Ainfi fi elle ne renferme que les 
io premiers impairs , fa fomme fera îoo quarré de io ; êc fi l’on 
fuppofe le nombre des termes infini , la fomme fera un infini 
quarré : ce qui s’exprime de la maniéré fuivanic- 

Somme de h fuite C = oo *► 

Il eft évident que chaque terme de la faite B furpafle d'une 
unité le rcrme correfpondant de la fuite C. Donc la fomme de 
la colonne B, en fuppofant le nombre des termes infinis , fera 

oo* 400 . 

II eft encore évident que chaque terme de la colonne B eft 
double du terme correfpondant de la fuite A. Donc la fomme 
de la fuite A, en fuppofant le nombre des termes infinis , fera. 
» * 4 00. 

I • 

Si l’on fuppofe que le nombre des termes de la fuite A foie in- 
fini , le nombre des termes de chaque fuite DE fera auffi infini t 
puifque la moitié d’un infini doit être infini. Ainfi la fomme de 
la fuite E fera = «> x , & celle de la fuite D fera ce *-+<» . 

Mais il faut faire attention que ces derniers infinis quarrés ne 
font que des quarts des précédens , 8c l’infini fimple , la moitié 
de l’infini fimple précédent. Ainfi réduifant la fomme des l’uitc» 
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DE aux infinis précédais, elle fera = oo ‘-f » , c'eft-à-dire é^ale 

à la Comme de la fuite A , comme cela doit être. 

Si l’on compare les fommes des fuites C B , on trouvera qu’elles 
peuvent être regardées comme égales, puifqu’elles ne different 
que d’un infini iimplc , qui eft un infiniment petit par rapport 
à un infini quarré. 

Par la même raifon les fommes des fuites DE peuvent être re- 
gardées comme égales. 

Or c’eft là tout ce qu’a démontré M. Fontcnellc , quoiqu’en 
d’autres termes, dans fa Lettre au P. C. imprimée dans le Mer- 
cure du mois de Juillet 171S , 8c c'eft tout ce qu’a démontré le 
P. C. lui-même dans fa Réponfc à M. Fontcnellc imprimée dans 
le Mercure du mois d’Août 1728. Donc les démonftrations qu’on 
a données jufqu’à préfenc , ne tombent que fur les fuites , qui 
renferment les dénominateurs des fra&ions, qui font 1a matière 
du Paradoxe, & nullement fur les fuites des fractions. 

Pour montrer la différence qui fe trouve entre ces fuites , il 
faut les comparer. 

Dans la mit cA des dénominateurs, Fig. 2. 8c dans la colonne 
A des fractions, Fig. 1. le premier terme eft le même , fçavoir 
l’unité. Mais dans la fuite A , Fig. 1. les termes vont en croif- 
fant , au lieu que dans la colonne A , Fig. 1. les termes vont en 
diminuant. 

Les fuites A DE des dénominateurs , Fig. 2. forment des pro- 

Î ;reflions Arithmétiques, comme il eft évident : au lieu que dans 
es colonnes ABC des fractions , Fig. 1. il ne fc trouve aucune 
progreflîon , mais feulement des propofitions harmoniques , 
comme il eft aifé de montrer. 

Prenons les fix premiers termes de la colonne ^,on en pour- 
ra prendre un plus grand nombre fi l’on veut , 8c donnons à 
ces termes un dénominateur commun 60 , nous aurons les nom- 
bres 60. 30. zo. 1 5. 1 z. to. qui feront dans le même rapport que 
les fix premiers termes de la colonne A. 

Or il eft manifefte que dans ces nombres , il ne fc trouve 
aucune des progreflions dont on a parlé. Refte à montrer qu’il 
s’y trouve des fuites de proportions harmoniques ; ce qui eft évi- 
dent. Car 60 , 30,10, lont en proportion harmonique 5 jo , 20 , 
15 forment une proportion harmonique , mais differente de la 

Pp ij 
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précédente ; 10 , 15,11 forment une proportion harmoniqivff- 
différente des précédentes. Enfin 15,12,10 forment une pro- 
portion harmonique différente de toutes celles qui precedent. 

Si dans la colonne A on prend trois termes de fuite , ou fup-- 
pofé qu’on ne les prenne pas de fuite , on laide le même inter* 
vallc entre le 1 le 3 qu’on aura laide entre le premier Sc le i. 
Ces termes formeront des proportions harmoniques : c’eft-à-dira 
que trois termes , dont les dénominateurs font en proportion 
Arithmétique, donneront toujours trois termesen proportion har- 
monique i ce qui donne une régie générale pour former aiTé — 
ment des proportions harmoniques. Donc les extrêmes font ea 
tel rapport qu’on voudra. Si je veux, par exemple, que le rap* 
port des extrêmes foit quintuple, je prendrai les trois fractions 
fuivantes frf. Donc les dénominateurs formeront une progrefr 
fion arithmétique , & dont les extrêmes font en raifon quintu- 
ple. Donnant à ces fraétions un même dénominateur , on aura 
1 5 » 5 > 3 » qui font en proportion harmonique , & dont les ex* 
trêmes font en raifon quintuple. 

Il eft donc clair comme le jour, que les fuites des dénomi* 
nateurs,dcs fractions du Paradoxe, font entièrement différentes' 
des fuites fractionnaires. 

Si le Paradoxe rouloit fur les dénomiaateurs , on recevrait 
fans peine les démon ftrations qu’on a données , mais le Para- 
doxe tombant fur les fractions, &: non fuj les dénominateurs,, 
les démonftrations qu’on a données fe trouvent hors de fâifon, 
puifqu 'elles ne peuvent pas s’appliquer aux fractions du Para- 
doxe. Il eft donc vrai que jufqu’à préfent il n’a paru aucune 
démonftration qui ait fait voir l’égalité des colonnes BC. 

Je pourrais en demeurer là , & me contenter d’avoir fait voir 
qu’on n’a point démontré jufqu’à préfent , que la différence des 
colonfies BC eft infiniment petite par rapport à ces colonnes , 
& par conféqucnt qu’on n’a point donné le dénouement du Pa^ 
radoxe. 

Mais je veux foire quelque chofc de plus , & je vais mon- 
trer , Fig. 1. que la fomme de la fuite fractionnaire , qui fait la 
matière du Paradoxe , eft finie, & non infinie, d'où il me fêta 
aifé de conclure que la différence des colonnes B C n’eft poinr 
wn infiniment petit par rapport à ces colonnes. 
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Sec. 

Sec. 

Sec. 

Sec. 


&c. 

ta fuite infinie A eft compofée de fractions , qui ont toutes' 
Punité pour numérateur , & pour dénominateur les nombres 
naturels pris de fuite , comme montre la figure. 

La colonne B contient une fuite infinie d’unités. La colonne 
G eft la même que la colonne A, hors qu’on en a retranché le 

f tremier terme , & qu’on lui a ajouté un infinitiéme d’unité i 
'autre extrémité. Dans les colonnes DE, Sec. les numérateurs 
font tous des unités : mais les dénominateurs de la colonne E font 
élevés à la fécondé puiflànce dans la colonne D , Si à la rroifiéme 
puidancc E, &c. 

Première Proportion. 

Dans les colonnes BC D E, Sec. chaque ligne horifontale for«- 
me une progrefiion géométrique décroiflante. Cela eft évident.- 

Seconde Proportion. 

En prenant les colonnes C DE ,&c. à l’infini , on trouvera que 
la fomme de la première ligne horifontale eft égale au premici 
terme de la colonne A : la fomme de la fécondé ligne horifontale 
égale au fécond terme de la colonne A , Sc ainfi de fuite. C’eft- 
à-dire que la fomme de la colonne A eft égale à la fomme to* 
talc de toutes les colonnes C DE, Sec. 

Démonjlrdticn,. 

Si l’on divife 1 par z — 1 i c’eft-à-dirc 1 par 1 , on aura la fomme 
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de la progrcffion qui régné dans la première ligne horifontale. 
Or i c’eft le premier terme de la colonne A. De même fi l’on 
divife i par 3 — 1 , c’eft-à-dire fi l’on forme la fra&ion j,on 
aura la fomme de la prdgreflion qui regne dans la fécondé ligne 
horifontale. Or f cft le fécond terme de la colonne A. 

On trouvera de même que j , troifiéme terme de la colonne 
A , eft la fomme de la troifiéme ligne horifontale , 8tc. Doncla 
fomme de la colonne A égale à la fomme totale de toutes les 
colonnes C DE, ce qu’il falloir démontrer. 


Trtijiéme Frtpofnion. 


La fomme totale des colonnes D £ à l'infini , cft égale à une 
feule unité. 


Dcmonjlraiion. 


La fomme de la colonne A cft égale à la fomme des colon- 
nes C DE h l'infini. On vient de le démontrer dans la Propofi- 
tion précédente. 

Donc fi de la colonne A on ôte la colonne C , le refte fera 
égale à la fomme des colonnes D E à l’infini. 

Mais fi de la fomme de la colonne A on retranche la colonne 
C , refte une unité. Voici comme je le montre. Pour former la 
colonne C , on a retranché de la colonne A le premier terme , 
qui cft une unité } 8c on a ajouté à l’autre extrémité i. Donc fi 
de la colonne A on retranche la colonne C , refte une unité 
moins ; , qui ne doit pas être comptée. Donc la différence des 
colonnes A & C eft une unité. 

Or cette différence cft égale à la fomme des colonnes DE k 
l’infini. Donc la fomme des colonnes D E à. l’infini eft égale à 
une feule unité. C. Q. F. D. 

Ainfi avec une feule unité, on peut former une infinité de 
colonnes DE , êc qui renferment chacune une infinité de ter- 
mes ; en forte que chaque ligne horifontale forme une progref- 
fion géométrique qui àillc en diminuant , 8c dont la fomme to- 
tale loir égale à une feule unité. 

Puifque la fomme des colonnes D E eft égale à une feule uni- 
té , la fomme de la feule colonne D fera plus petite que l’unité : 
donc elle fera exprimée par une fraélion , dont le numérateur 
fera plus petit que le dénominateur. 
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Quatrième Propojîtion. 

La colonne B a plus grand rapport à la colonne C , que U 
colonne C à la colonne D. 

Dimonflration, 


Le rapport de la première ligne horifontale 4, . . i . . 1 
Celui 1 les deux premières lignes horifontales 13... j ..z 

Celui des trois premières. . . . . . 29. . , 9 . . 3 

Celui des quatre premières. .... 54. . . 14 . . 4 

Celui des cinq premières. ..... 90. . . 20 . . 5 

Celui des fix premières 139. . . 27 . . 6 

Celui des fept premières. ..... 203. . . 33 . . 7 


Il efl: évident que plus efl: grand le nombre des termes qu’on 
prend , plus fera grand le rapport de l’inégalité. C’cft-à-dire que 
non feulement 1 3 a plus grande raifon à 5 , que j à 2 ; & que 29 
a plus grande raifon à 9 , que 9 à 3 , mais que 90 a plus grande 
raifon à 10 que 54 à 14, & 20 plus grande raifon à j que 14 
à 4. Donc la colonne B a plus grande raifon à la colonne C 
que la colonne C à la colonne D. Ce qu’il falloir démontrer. 
Mais on démontre dans les proportions que lorfquede trois ter- 
mes le premier a plus grands raifon au fécond , que le fécond 
au troiuémc ; on démontre , dis- je , que le produit des extrêmes 
eft plus grand qne le quarré du moyen. 

Donc le produit de la colonne B par la colonne D efl plus- 
grand que le quarré de la fomme de la colonne C. 

Cinquième Propojîtion. 

La fomme de la colonne A , Fig. 1. eft finie. 

Dèmonji ration* 

La fomme de la colonne D doit être exprimée par une frac- 
tion , dont le numérateur foit plus petit que le dénominateur. 
Nous l’avons démontré dans la féconde Propofition. Mais lorf- 
qu’on multiplie un nombre par une telle fraction , le nombre mul- 
tiplié n’augmente point par cette multiplication , puifque cette 
multiplication n’aboutk qu’à eu retrancher une partie , comme 



A (Mitions 

il eft évident. Donc le produit de la colonne B par la colonne D 
n’augmente point la colonne B. Donc ce produit au plus eft un in- 
ifini fimple, puifqu’au plus il ne renferme qu'une infinité d’uni- 
tés. Mais le quarré de la Comme de la colonne C n’eft pas plu* 
grand que ce produit. Nous venons de le démontrer dans la qua- 
trième Propofition. Donc ce quarré au plus eft un infini fimple. 

Mais fi le quarré de la Comme de la colonne Ç eft un infini 
fimple , la fomme <Jg la colonne C ne peut pas être infinie : au- 
trement fon quarré feroit un infini quarré , puifqu’cn multipliant 
ut* infini par un infini , on doit avoir un infini quarré. Donc 
la féconde colonne C eft finie. 

Mais fi la Comme de la colonne C eft finie , la Comme de la 
colonne A Cera finie, puifque la colonne^ neCurpaiïela colonne 
C que d’une unité. 

Mais fi la colonne A eft finie , les colonnes B C y qui n’en Cont 
que des parties, Ccront finies. Donc leur différence D , Fig. i.qüi 
eft fort Ccnûble , n’eft pa? un infiniment petit par rapport à ce* 
colonnes. 

Dans les Mémoires de Trévoux , Septembre 1718 , le P. C, 
dans Ca Lettre à M. F. expofe une fuite qui a rapport au Para-* 
doxe : la voici, 

B 1. 1. /• 1. 

J i i « i i 

•" » 1*4 .1 

I I 1 1 

^ ‘ J 4 7 


jî eft clair que la fuite C eft la différences des Cuites Aie B. 

Concevant, dit le P. C. une hyperbole équilatere tracée avec 
fes afymptotes, & prenant ces aiymptotes pour l'unité, on aura 
la Cuire B repréfentéc par le quarré des afymptotes , la Cuite A 
repréfentée par la concavité de la courbe * ,& leur différence C 
repréfentéc par la convexité afymptotique. Or cet efpace afymp- 
torique eft infiniment petit par rapport aux deux autres qui font 
infinis du fécond ordre. Donc cc qu’il falloit dçmontrer, conclut 
le P. C. 

Si les afymptotes Cont infinies & l’hyperbole infinie , l’efpace 
afymptotique fera un infiniment petit par rapport aux deux au- 
tres i mais dans cette fuppofition , la fuite B ne fera pas repré- 
fentée par le quarré des afymptotes , la fuite A par la concavité & 
la fuite C par la convexité 1 c’eft cc qu’il faut démontrer. 

F • / 7- * Puifque 
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Puifque l'hyperbole cft équilatere , fa puiflance fera un petit 
quarré qu’on peut prendre pour l’unité. Si l’on prolonge infini- 
ment un coté de ce petit quarré, oppofé à une des afymptotcs , 
on formera un reétangle, qui aura pour côté l’afymptotc qu’on 
l'uppofe infinie, & pour l’autre côté , le côté du petit quarré. 

Partageons l’afymptote en parties égales , chacune au côté du 
petit quarré, ôc par chaque divifion tirant des parallèles à l'au- 
tre afymptote , on aura une fuite infinie de petits quarrés, dont 
chacun liera égal à la puiflance de la courbe. 

Ce rectangle renfermera la moitié de la courbe , la moitié de 
l’efpace qui répond à fa convexité , 6c une très-petite partie de 
l’elpacc qui répond à la concavité. Or ce reétangle eft bien dif- 
férent du quarré des afymptotcs , puifqu’il a le même rapport 
au quarré que le côté du petit quarré qui eft la puiflance de 
la courbe , a à l’afymptore , c’cft-à-dirc , que le rectangle eft infi- 
niment petit par rapport au quarré des afymptotes -, & cepen- 
dant ce rectangle repréfente les fuites dont il s’agit. 

La fuite B des unités cft repréfentée par le reétangle. 

La fuite C cft repréfentée par l’efpace compris entre l’afymp- 
tote 6c Ja courbe, encore cette fuite ne comprend pas tour cet 
efpace, ce qui fait voir, en paflant > que Mcrcator ne raifonne pas 
jufte. 

Enfin la fuite A eft repréfentée par l'efpace compris entre la 
courbe 6c le côté du reétangle parallèle à l’alymptote , plus l’excès 
dont l’efpace afymptotique iurpafle la fuite C. 

Or ces trois efpaces finis ou infinis font d’une même efpece, 
donc la fuite C ou l’efpace afymptotique n’eft point infiniment pe- 
tit par rapport aux deux autres. Ainfi cette fuite ne donne point 
le dénouement du Paradoxe. • 


Mercure de Mai 1719. page 876. 

Réptnfc du C. aux féconda objections du P. D. L. M. au fujet 
du Paradoxe Géométrique. - 

A P R. e's tant de réponfes faites aux objeétions dont on a ho- 
noré le Paradoxe Géométrique , il me paraît au’il y a une 
objection tacite à laquelle il cft encore plus euèntiel ae répondre. 
Car le public, témoin Ôc juge de toutes ces difculîions , a quelque 
Tome II. Qq 
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droit d’être fcandalifé de voir la Géométrie fufceptiblede pour Sc 
de contre , comme les matières de Philofophie. 

Si la Géométrie cft fi lumineufe 6c fi démonftrati vc , pourquoi , 
dira-t-on , ne pas s'accorder ? Et ce Paradoxe , qui cft la pomme de 
difcordc , n’cft donc qu’unc affaire problématique, 6c une con- 
je&ure de Phyfique ou de Métaphyfiquc , puifque tous les Géomè- 
tres n’en conviennent pas? 

Toutes chofes ont leurs inconvéniens } 8c voilà celui que j’avois 

Î irévu lorfiquc je formai le projet de rendre la Géométrie une 
cience populaire , à la portée de touc le monde. 11 falloir bien s’at- 
tendre que dès que toutes forces d'efprirs en fèroienc pris pour ju- 
ges, les avis feraient divers, 6c la vérité même expofée à quel- 
ques petites infultcsdcla partdc ceux qui feraient lcns à la recon- 
naître. 

Mais cela même eft du bien de la ehofe , Sc la lumière réfulto 
tôt ou tard du Icin de ces difcufiîons. Tous les efprits ne font pat 
faits pour goûter d’abord une vérité qui fe préfente à eux pour la 
première fois, ils commencent par contredire : mais ces contradic- 
tions même les engagent à s’y rendre plus attentifs , Sc avec le 
tems 6c les fccours d’autrui, à la goûter , 6c à l'adopter.» » 

11 faut dans un jour d’hiver que les brouillards 6c les nuages 
devancent le lever du foleil. J’ai connu des efprits qui n’ont ja- 
mais admis une vérité qu’après avoir épuifé toutes les reffources 
de l’erreur contraire, ce n’eft qu'en difiîpant peu à peu les nuages, 
que leurs yeux fe difpofent à foutenir un éclat qui les éblouît dès les 
premiers rayons. 

Air. fi les objections que deux ou trois Géomètres ont faites con- 
tre le Paradoxe en queftion , ne prouvent pas qu’il foit litigieux , 
ni même qu’ il ne foit pas évident , 6c tout auffi rigoureufement dé- 
monftratifque les autres vérités géométriques, puifqu’au contraire 
j'ài déjà remarqué dans ma réponfeà M. ac Fonrcncllc , que nous 
n’avons rien qui foit fufccptible d’autant de démonftrations diffé- 
rentes que les yéritésqui roulent fur l’infini. % 

Mais tout le monde n’cft pas obligé d’avoir pouffé Ta Géométrie 
iufques-là. On peut être bon Géomètre à l’ordinaire fans poffédcc 
la Géométrie Tranlcendante. De foi cette Géométrie cft élevée , 
& a’eft pas faite pour tout le monde. L’idée feule de l’infini, jufqu’i- 
ci peu expliquée, embrouille bien des gens. Ils s’imaginent qu’on 
ne peut calculer cet infini fans l’avoir pleinement compris i êc parce 
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qu’ils ne conçoivent pas comment cet infini exilte , ilsnepcuvcnt 
croire qu’il exilte. 

Ceux donc qui ont rejette d'abord ce Paradoxe , avoient droit de 
le rejetter ,auui ne le propolai-je qu’aux Infimtaircs, qui l’ont 
tous adopté. A pcinecut-il paru que M. de Fontenelle, en y fouf- 
cri van t , fit cette judicieufe reflexion , qucdcuxchofesqutlcpré- 
fentoient tantôt comme égales, tantôt comme inégales , fe pré- 
fentoient dans des points de vue différons, par divers côtés, fous di- 
vers rapports. 

En effet les chofes fe préfentent , tantôt dans le point de vue du 
fini , tantôtdans celui de l’infini , car il n’y a rien qui n’en foitfuf- 
ceptible. Or dans ces deux points de vue la même chofedoit pa- 
roitre bien differente d’ellc-même. Par exemple une étendue d’un 
pied peut-être envifagée , tantôt comme finie , ôc n’ayant qu’un 
pied, rantôt comme infinie, & contenant un demi pied, un quart 
de pied , un demi quart, un demi demi quart , &c. à l’infini. Quoi 
de plus contradictoire en apparence que d’être fini , & d’être infi- 
ni, d’avoir des bornes, & de n’en avoir pas ! 

La Géométrie rend l’efprit fort fou pie fur ces fortes de contra- 
dictions apparentes. Les incommcnfurables, les contenances des 
Courbes , leurs Afymptotifmesen fourmillent } Sc c’eltl’infini qui 
caufe toutes ces contradictions dans la Géométrie la plus fimple. 
Que doit-ce donc être dans la tranfccndaDte où l’on fait une profef- 
fion ouverte d’admettre cét infini , de le manier, & de le remanier? 

De forte que tout ce qu'on pourroit tout au plus exiger des con- 
tradicteurs , feroit peut-être qu’ilseuflènr un peu plusd’empreffc- 
ment pour s’inftruirc de cette Géométrie, qu’ils n’en ont pour la 
heurter de front 5 c la contredire , 5 c furtout que leurs recherches en 
ce point euflèntun peu plus l’air de doute 5 c de queffion , comme 
M. de Grand- Maifon leur en a donné le bel exemple, que d'affirma- 
tion , de décifîon 5 c de triomphe. 

Mais après tout c’cfl: leur affaire, 5 c peu curieux d’en faire la 
mienne, je les trouve encore fort louables , de {p rendre enfin à 
la vérité. 

Je n’attendois pas moins de la capacité & du bon efprit du 
R. P. D. L. M. qui après avoir combattu le Paradoxe dans le 
Mercure de Juillet , vient de l’adopter dans toute fon étendue 
dans les Mémoires de Trévoux, mois de Février 172 9,. Art. 24. 
page 3 3 j. 
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Car quoique la ferie des pairs i. 4. 6. S. 10. &c. ait chacun 
de fes termes plus grand d’une unicé que chaque terme correfpon- 
dant de la ferie des impairs 1. 3. y. 7. 9. ficc. il ne laiflè pas de 
fe déclarer déformais pour l’égalité géométrique de cesdeux fé- 
riés , une différence infinie fur des grandeurs infiniment infinies 
ne l'arrêtant plus comme elle l’arretoic autrefois lorfqu’il diloie 
en propres termes : Or quand deux colonnes font telles que chaque 
terme de la première furpiffe chaque terme correfpondant de la fécondé : 
il ejl clair que la première colonne furpaffe la fécondé } fie qu’il ajoutoi* 
dans fa troifiéme propoficion. La colonne G. n'ejl point la moitié de la 
colonne A. dre. 

Il eft vrai que le P. D. L. M. convenant maintenant affez de 
la vérité générale du Paradoxe , attaque M. "Bernoulli 6c tous les 
Géomètres de ce fiécle , qui prétendent, & d’après lefqucls j’ai 
prétendu , ou plutôt fuppofé comme inconteftable , que la fomme 
de la ferie u 7, f, ficc, étoit infinie^ 

Mais il faut cfpércr que ce Pcre fc rendra auffi fur cet article , 
lorfqu’il aura pris garde à l’autorité refpcctable & aux raifons folides 
de ces grands maîtres , & qu’il aura reconnu io foible de l’cfpecc 
de démonftration qu’il leur oppofe. 

Car, pour le dire en paffanr, je ne vois pas comment il a pu pré- 
tendre que la racine de l’infini fut un fini , ce qui n’eft pas plus 
vrai , qu'il eft vraiqncla moitié de l’infini foie finie. 

W Le P. D. L. M. incidente auffi fur l’égalité que j’ai attribuée aux 
fuites 1 . 1 . 1 . Sic. & t * 7 » 4 » & c< M* de Fonrenelle avoit cru ces 
deux fériés inégales j je lui en a vois démontré l’égalité danslcs Mé- 
moires de Trévoux , Septembre 1718. fii il s’étoit rendu à ma fé- 
condé démonftration que le P." D. L. M. qui n’avoit eu aucune 
part dans cette difpute , attaque maintenant. 

Mais, i“. fon raifonncmcnc , quand il ferok concluant!, ne 
conclueroir rien contre moi , puifqu’il change d’hypothèfe , & ne 
fuit pas la mienne , qui eft pourtant légitime, l’unité géométri- 
que étant une cfcofe arbitraire, 6c de foi indéterminée. 2 0 Dans 
Ion hypothèfe même ma conclufion eft vraie , & la ficnne eft fauffir, 
Sc même contradictoire. Car ce Pcre pofe trois cfpaccs Hyper- 
boliques pour repréfenter les trois feries t. 1-1. Sic. 7 , i , Sic. 
2» 7> t» &c. dont la derniere eft la différence des deux autres. 

Or il dit que ces troiscfpaces font tous trois, ou infinis, ou tous 
trois finbj de forte que l’cfpace qui repréfente ». 1. 1, i. ficc. étant 


Digitized by Google 



à U Géométrie Tranjcendante. J09 

bien furement infini , félon le P. D. L. M. même la feric i , 7,7, 
&c. feroit audi infinie , félon lui , quoiqu’il vienne de prétendre le 
contraire contre M. Bernoulli. 

Mais 3 0 . Ueftfauxque ces trois efpaces foicne des infinis de la 
meme efface , comme lcditccPerci puifque la feric j- , 7 , 7 , &c. 
n'ell qu’un infini radical qui cft nul par rapport aux deux autres , 
qui font potentiels du même ordre. 

J’ai commencé la première proposition de ce Paradoxe , & je 
dois le finir par dire , que plus on fait d'ufage de fa raifon , plus on trou- 
ve de fujet de s'en défier. Ceux qui ont contredit ce Paradoxe , au- 
* roientpu fe difpcnfer d’en fournir de nouvelles preuves. J’attends 
de leur équité , que le même empreflemenr qu’ils ont eu pour con- 
tredire , ils l’auront pour reconnoître la vérité , qui déformais peut 
palier pour une , abiolumcnt démontrée en Géométrie. 


Mercure de Juin 1719. page 139t. 

Réflexions du P. D. L. M.fur un article du Mercure du mois de Mai 

dernier. 

L E P. C. dit que j’ai adopté fon Paradoxe , qu'on lifedanslct 
Mémoires de Trévoux ma Difïèrtation , on y trouvera le 
contraire. J’ai démontré dans ces Mémoires, i°. Que la fo to- 
me de la fuite des fraftions qui fait la matière du Paradoxe, étoit 
finie , que la différence des parties n’étoit point infiniment pe- 
tite. 

i°.Quelesdémonftrations de M. F. &du P. C. neconvenoient 
point à la fuite des fractions j mais feulement à la fuite des dém>- 
minateurs 5 d’où j’ai conclu qu’ils n’avoient point donné le dé- 
ïioucmentdu Paradoxe qui roule fur la fuite des fractions & non 
fur la fuite des dénominateurs, je neledéfaprouverai point j mais 
l'ayant fait tomber fur la fuite des fractions, je ne peux l’approuver, 
ni l'adopter. 

Le P. C. ajoute, que j'incidente furies fériés r. r. 1. &c. 7,7.7» 
&c. j’ai dit Amplement , que ces feries n’avoient point de rapport 
an Paradoxe qui rouloit fin- uneferie, qui étoit la différence de ces 
deux-là, à une unité près qui fc trouve au commencement. J’aurois 
pu raifonnerde la maniéré fuivante. 

Selon le P. C. ces deux feries font égales , ou ne different que 
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d’une différence infiniment petite : or la différence de ces fériés, 
c’eft la fuite des fra&ions qui fait la matière du Paradoxe, à une 
moitié près ; donc la fomme de cette fuite eft infiniment petite par 
rapport à ces deux fériés ( donc elle eft finie, puifqu’unc fomme 
infinie ne peut pas être une différence infiniment petite de deux in- 
finis (impies. 

Pour ce qui eft de l’Hyperbole , je n'ai rien dit que je ne puiffe 
démontrer aifément , &c fans examiner fi les efpaces étoient finis , 
j’ai démontré qu’il ne pouvoir s’y trouver d’infinis de différente et 
pecc , comme il femble qu’on vouloit le faire entendre. 

A l’égard de l’autorité , il femble qu’on ne doit point l’oppofer • 
aune démonftration. C’eft unfoible moyen pour faire changer 
un Géomètre de fentiment. Pour m’obliger à changer de fenti- 
ment , il faudroit deux chofcs : la première , montrer que ma 
démonftration ne fait rienj la (ècondc, en apporter une bonne, 
qui démontrât que la fuite en queftion donne une fomme infinie. 


Extrait des Mémoires de Trévoux Septembre 1719, page 1700. 

De Paris. Seconde Réplique du P. C. J. aux fécondés objections du 
P. D. L. M. J. fur le Paradoxe Géométrique. 

* 

Première T E Paradoxe eft démontré , quoi qu’en dite l’ag- 
Propofition. I i grcffeur. 

Démonftration. i°. Il fut au(fi-tôr démontré que propofé: car 
dès-lors je dis qu’il n’y avoir qu’à prendre la moitié de la férié 
1 , la moitié , le tiers, le quart, le fixiéme , &c. pour avoir la fé- 
rié des pairs, la moitié , le quart, le fixiéme , Scc. ce qui eft une 
démonftration fans répliqué, pour des infinitairescapables de voir 
d’uncoup d’œil, que la moitiéde cette férié n’cft rien de confidéra- 
ble. C’eft comme fi prenant la moitié de la moitié , la quatrième , 
la huitième, la trente- deuxième ,8cc.je difoisque la quatrième , 
la huitième , la (èiziéme, la trente-deuxième , 8cc. eft la moitié 
jufte de la précédente ; chofe tout-à fait démontrée par là. c. q.f d. 

i°. M. de Fontenelle , en fouferivant à ce Paradoxe dès qu’il 
eut paru , le fortifia & de fon autorité , qui n’eft pas petite , 6c 
d’une nouvelle démonftration. Et moi dans ma répon(e à ce cé- 
lébré Auteur , j’ajoutai plufieurs démonftrations nouvelles. M. le 
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M. de B. en donne auffi de nouvelles ; M. f Abbé le Franc aufli , &c 
cinq ou fix répliqués de ma part au P. D. L. M. à M. Gcrbicr , à 
M. le Ch. de Louville , & à d'autres , ont achevé de rendre ce 
point un des mieux démontrés de toute la Géométrie, c. q.f. d. 

Seconde PropoJ/tion. Le P. D. L. M. convient enfin de la vérité 
générale du Paradoxe. 

Dimonjlration. Il adopte, pages 340. 341. 341. des Mémoires de 
Trévoux tout ce que M. de Fontenclle & moi nous avons dé- 
montré fur les fotnmes des fériés , 6c il convient en propres ter- 
mes que tout cela cft démontré, c. q. f. d. 

Troijséme Proportion. 11 ne difpute plus que fur trois points 
étrangers au fujet. 

Bémonjlration. Le premier cft , qu’il fuppofe qu’en appliquant 
le Paradoxe aux entiers ,1,1, 3, 4, y, 6, Scc. M. de Fontenclle 
& moi nous avons prétendu prendre les dénominateurs des frac- 
tions ! > f,T » &c. dont il n’a jamais été queftion, & dont il cft 
le fcul qui ait parlé. Le fécond cft , qu’il ne veut pas qu’on ap- 
pelle Progrejfton cette fuite fractionnaire , quoiqu’il convienne 
^que c’cft une fuite harmonique } tout ce qu’il voudra : il ne s’agit 
pas de cela : ce n’eft qu’une difpute de nom : je doute même 
qu’il gagnât ce point, s’il valoit la peine d’être difeuté. 3 0 . Il 

Î jrétcnd que la fomme de la fuite des fractions eft finie , ne fc 
ouvenanr pas apparemment qucM. Bernoulli l’a démontrée in- 
finice, 6c que tous les Géomètres ont foulent à la démonftration. 
c. q.f. d. 

Quatrième Proportion. Les fécondés Propofitions de ce Perc 
contredifent les premières. 

Dimonjlration. S’il n’avoit rapproché les unes des autres, ce 
ne feroit qu’un changement d’opinion ; mais il les rapproche, & 
prétend les concilier. Or dans les premiers il renvcrlc, ou tâche 
à renverfer le Paradoxe qu’il adopte dans les fécondes. Dans la 
féconde des trois premières , parce que chaque terme d’une fuite 
eft plus grand que chaque terme correfoondant d’une autre fuite , 
il conclut généralement , & fans reftricHon , que la premiers 
fuite eft plus grande que la fécondé entière. Mais dans les nou- 
velles propofitions , l'excès des termes pris en détail , ne l’em- 
pêche pas de conclure pour légalité de leur total, c. q.f. d. 

Cinquième Proportion, Ce n’eft plus moi ni mon Paradoxe , 
mais M. Bernoulli , & tous les Géomètres que le P. D. L. M. at- 
taque déformais. 
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Dèmonfiration. Il n’attaque que la fomme infinie des fra&iong 
naturelles. Or tous les Géomètres la croycnt telle d’après M. Ber- 
noulli. c. ej. f d. 

Sixième Proportion. La quatrième Propofition , page 351. fur 
laquelle ce Pere fonde immédiatement Ion attaque contre cette 
Propofition tranfcendantc , contient une erreur contre la Géo- 
métrie fimple. 

Dèmonfiration. Pour comparer des femmes de fra&ions , il ne 
les réduic pas à des communs dénominateurs , ou plutôt il les 
réduic d'une maniéré très-inufitée & toute fautive ; de forte 
qu'au lieu de yi , 30 , 1 3 , il compare 13,5, a. Or ce procédé 
fautif eft répété fix fois ; c’eft à-dire , autant de fois qu’il y a eu 
lieu de le faire, c. q.f.d. 

Septième Propofition. Non feulement le principe eft ruineux j 
la Propofition même contre M. Bernoulli eft fauuc auffi en elle- 
même. 

Dèmonfiration.' L’aggreffeur de M. Bernoulli prétend que le 
quarré de la férié 1 , 1 a moitié, le tiers, &c. eft un infini du 
premier ordre : donc, conclut-il , fa racine ; c’eft-à-dirc , 1 , la 
moitié , &c. eft finie. Or cela eft faux,& le quarré du fini eft 
communément fini } & la racine de l'infini eft finie, mais dans 
un ordre radical inférieur, c. q.f, d. 

Huitième Propofition,. 11 attaque auffi , fans raifon , Mercator. 

Dèmonfiration. 11 l’attaque en pafiant , dit qu'il s’eft trompé ; 
mais n’en donne aucune preuve, c. q. f. d. 

Neuvième Propofition. Sa nouvelle attaque contre l’égalité des 
deux fériés , 1 , 1 , 1 , 1 , &c. le 1 la moitié , deux troifiémes , 
trois quatrièmes, &c. eft fauffe auffi. 

Dèmonfiration. i°. M. de Fontenelle qui avoir prétendu que ces 
deux fériés étoient inégales , s’étoit rendu à mes deuxdémonftra- 
tfens. c. (j. f. d. 

i°. Le P. D. L. M. fubftituë une fuppofition à la mienne , 
fans prouver que la mienne foit illégitime : auffi ne l’eft-elle pas. 
L’unité que j’ai fuppofé repréfentée par une afymptote infinie, 
eft abftraite , & peut repréfenter également le fini , l’infini , Sc 
l’infiniment petit, c. q.f.d. 

3°. Dans fa fuppofition même j’ai raifon j & de fes trois efpaces 
hyperboliques, les deux qui repréfentent 1 , 1 , 1 , &c..i , & 1 , 

moitié deux troifiémes, crois quatrièmes , ôcc. font des infinis 

potentiels 3 . 
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potentiels , 6 c celui qui repréfente leur difFérencei , la moitié , le 
tiers, le quart, 8tc. n’eft que radical, c. q.f d. 

4 0 . Il fc contredit 8c fc combat lui même : car, félon lui , ces trois 
efpaces font de même efpece , 8c tous trois finis ou infinis ; ce qu’il 
n’a ofé décider : mais évidemment celui qui repréfente 1,1,1, 
ficc. efl infini : donc, félon lui , celui qui repréfente 1 , la moi- 
tié, le tiers , &c. feroit infini, & cette ferie feroit infinie félon la 
prétention de M. Bernoulli 6 c de tous les Géomètres, c. q.f. d. 


Extrait des Mémoires de Trévoux , Décembre 17x9, p. 1170. 

Ktponfe du P. D. L. M. au P. C. 

Voyez Septembre, p. 1700. 

Première T E Paradoxe en qucflion n’a jamais été démon- 
Propofttion. I 1 tré. 

Demonftration. La démonflration n’a jamais paru , les raifons 
qu’apporte ce Pere, & les autorités qu’il cite, ne le démontrcnc 
point. Donc le Paradoxe n’a jamais-été démontré, c . q.f. d. 

Seconde Proportion. Je n’ai jamais approuvé la Paradoxe du 

P . G. 

Démonjlration. Le Paradoxe du P. C. roule fur la fuite frac- 
tionnaire, fie non fur la fuite des dénominateurs : or j’ai toujours 
dit ,que le Paradoxe roulant fur la fuite fractionnaire , je ne pou- 
vois l'approuver ni l’adoprer -, au lieu que je ne le défapprouve- 
rois pas s’il rouloit fur la fuite des dénominateurs. Donc je n’ai 
jamais approuvé le Paradoxe, c. q.f. d. 

Troijiéme Proportion. Les points fur lcfquels je difpute, ne font 
point étrangers au fujet, mais effenticls. 

Démonjlration. Montrer que la fournie de la fuite fractionnaire 
efl finie ; que dans cette fuite il n’y a point de progreffion j & 
enfin que ce qui convient à la fuite des dénominateurs , ne con- 
vient point à la fuite fractionnaire , c’cfl traiter des points cflen- 
tiels au fujet s or c’cfl ce que j’ai démontré dans ma DiJJertation. 
Donc les poinrs fur lcfquels je difpute fonteffentielsau fujet. c.qf.d. 

Quatrième Propofition. L’Auteur du Paradoxe a tort de dire qu’il 
{e trouve de la cçntradiction dans mes propofitions. 

Tome II. R r 


H 
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Démonjlration. i°. Mes propofitions font bien démontrées Se 
vrayes conféqucmment ; or des propoficions vrayes ne peuvent 
pas être contradictoires. x°. Ce Pere n’a pu en montrer la con- 
tradiction , puifqu’il ne l'a pas fait ; donc il a tort de dire qu’il 
s'y en trou voit. c. q.f. d. 

Cinquième Propofition. Il n’a pas plus fujet de dire que j’attaque 
Bernoulli Sc les autres Géomètres. 

Démonjlration. Dans ma Differtation je ne fais point mention 
de Bernoulli ni des autres Géomètres , lorfque je démontre que 
la fomme de la fuite fractionnaire cft finie * le défenfeur du Pa- 
radoxe a donc eu tort de dire que j’attaque Bernoulli Sc les au- 
tres Géomètres, c. q. fi d. 

Sixième Proportion. Le P. C. s’eft trompé , en croyant voir de 
l’erreur dans ma quatrième Propofition. 

Démonjlration. Ce Pere dit que je me fers d'une réduction fau- 
tive fcc inufitée,& dans ma Propofition je ne me fers d’aucune 
réduétion : ce Pere n’a donc pas bien pris la Propofition, qu’il a cen- 
furéc. x*. Les termes qu’il veut fubftituer à la place des miens ,con* 
duifent à l’erreur. 3 0 . Les termes de la première ligne horifon- 
tale font comme 4. 1. 1. ceux de la féconde ligne comme 9. 3. 1. * 

ceux de la troifiéme ligne comme 16. 4. 1. cela efl clair comme 
le jour. Si l’on joint les deux premières lignes , la fomme des 
deux premiers termes fera 4. 9. 13. la fomme des deux fuivans 
fera 1.3. 5. celle des deux fuivans fera 1. 1. x. cela ne peut pas 
fe nier : or 13. a plus grande raifon à j. que j. à x. Pour peu 
qu’on foit Géomètre, on perce tout cela d'un coup d’œil. Donc 
ma quatrième Propofition eft évidente} donc le P. C. s’eft trom- 
pé en croyant y voir de l’erreur, c. q.f. d. 

Septième Propofition. La feptiéme Propofition du P. C. eft ab- 
folument fauflè. 

Démonjlration. La Propofition que ce Pere dit être fauflè , eft 
démontrée vraye dans ma Diflèrtation, par une fuite de propofi- 
tions ft claires , que ce Pere n’a pu en détruire aucune. Donc 
il a tort de dire que cette Propofition eft fauflè. 

A l’égard du principe que ce Pere dit être ruineux, le voici. 
Tout nombre infini multiplié par lui-même, produit un infini 
quarré , cela eft évident. Donc tout nombre qui n’eft pas un in- 
fini quarré, n’a point pour racine quarréc un nombre infini; cette 
conclufion ne peut pas fervir } donc mon principe cft vrai,; donc 
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la feptiéme propofition du P. C. eft fauflc. c. ej. fi d. 

Huitième Propofition. Le P. C. s’eft mépris dans fa troifiéme 
propofition. 

Démonf ration. Ce Pere condamne une propoficion , parce 
qu'elle eft énoncée en paflant & fans preuve ; mais on peut énon- 
cer en pafïànt, une propofition vraye , & qu’on ne s’arrête point 
à prouver. Ce Pere s’eft donc mépris quand il a conclu qu’une 
Propofition eft faufle parce qu’elle cft énoncée en paftant 8c fans 
preuve .c.ij.f.d. 

Neuvième Propofition. Dans la derniere Propofition du P. C. il 
fe trouve pluficurs articles faux. 

Dèmonf ration. i°. Je n’ai jamais pris de part à fa querelle avec 
M. F. fur les fériés 1 , 1 , 1 mais puifque ce Pere veut 

qu’on parle de ces fériés , voici comme je raifonne. Selon le P„C. 
ces deux fériés font inégales , donc la différence qui fe trouve 
entre ces deux fériés doit être infiniment petire. Or la différence 
de ces deux fériés eft la fomme de la fuite fractionnaire à une 
unité près. Donc la fomme de la fuite fraûionnaire cft infini- 
ment petite par rapport à ces fériés } mais une grandeur infini- 
ment petite par rapport à des infinis fimplcs , ne peut pas être 
infinie , cela cft évident : donc la fomme de la fuite fraction- 
naire n'eft pas infinie , mais finie , comme je l’ai montré dans ma 
Differtation. Ce que j’ai dit de l'hyperbole paroîtra démon- 
tré à ceux qui fçavent les propriétés des fcétions coniques , 8c 
montre en même tems que la fuppofition du P. C. étoit illégi- 


time. 


3 0 . Quelque effort que fade ce Pere , il ne trouvera point de 
contradiction dans mes termes: ces paroles/»;'/ ou infinis mon- 
trent feulement que quand bien même on accorderoir à ce Pere 
que les trois cfpaccs en queftion fuflènt infinis , ce que je n’ai 
jamais accordé , il ne s’enfuivroit pas, qu’il s’y rencontrât des in- 
finis de différente cfpcce , comme ce Pere le vouloit perfuader. Il 
cft donc clair que la derniere Propofition de ce Pere contient 
plufieurs articles faux. c. q.fi d. 




Rr ij 
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LETTRE de M. B ers ou lli à M. TV ooihopîî , dattée 
à Bâle le 13 Décembre 1718. 

L’Original de certe Lettre eft dcpofc à la Bibliothèque do College 
de Louis le Grand. 

J ’Ai lu , Moniteur , la Lettre du P. t. à M. de Fontenelle , tou- 
chant leur difputc fur les Infinis ; puifque ce Pere fouhaitc mon 
lentimcnt là-delfus , je veux bien le contenter fans entrer dans 
une longue difeufiion de tout l’Ouvrage de M. de Fontenelle , car 
j'aurois bien des remarques à faire fi je voulois examiner tout cee 
Ouvrage. Je ne m’arrêterai donc qu’aux deux points qui font ici 
le fuj< r de leur controverfe. Le premier regarde la maniéré d’é- 
valucr la fuite 7,7,7>7>&C- dontM.de Fontenelle prétend que 
Jafommccft moindreque ccllcde l'infinité d’unité 1 , 1 , 1 , 1 , 1, r, 
&:c. Si on ncconfidere que la différence en elle- même de ces deux 
fommes , je dis qu’elle n’eff pas rien , mais qu’elle eft quelque 
chofc , & même qu’elle eft infinie ; car il eft vilible que cette dif- 
férence compofe cette fuite 7-+7H-7 — f-f—h &c. que l’on fçait 
être=» 00. Mais d’un autre côté cette fuite, quoique d’une fom- 
me infiniejétant infiniment plus petite que 7-+Y-+7-+7-+ &c. 
il eft clair que ces deux fuitcs~-f t- b&c. &; 1— H— H— H-+ 
Scc. doivent palier pour égales , fuivant la commune notion que 
nous avons de la râifon d’égalité } car A 8 c B doivent être égales 
lorfque A — B eft infiniment plus petit que A ou B , fans cela tout 
le fondement du calcul différentiel tomberoit en ruine. Ainfi le 
P. C. a raifon de conclure quç les fommes de ces deux fuites 
c. & 1 , r, t-^r , &c. font égales de ce que la pre- 
mière eft plus de la moitié , plus des deux tiers, plus des trois 
quarts, Scc. de la féconde -, peut-être M. de Fontenelle aura ici 
recours à la diftinélion de fon invention entre les grandeurs finies 
déterminables & indéterminables > mais je ne comprends rien à 
cette diftin&ion * toute grandeur indéterminable , c’eft à-dire plus 
grande qu’aucune grandeur donnée de même efpece , doit être in- 
finie, c’eft la notion vulgaire des anciens , cjuod data ejuâvis quan- 
titate minus eft , id eft infinité parvum ; dr quod data quâvis quan- 
titate majus eft, id eft , infinité magnum. Nonobftànt qu’il y ait des 
degrés suffi dans l’une & l’autre des infinités. 
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Pour ce qui eft de l’autre point fçavoir fi \J a doit être = a°, com- 
me prétend M. de Fontenelle , ou s’il eft = à 00 , félon le P. C. 
il me fcmble que cette queftion ne mérite pas, à beaucoup près, 

3 u’on s’échauffe tant de part & d’autre s il n’y a qu’à s’enten- 
re mutuellement , & à donner des définitions des Racines & des 
Puiffances des différons degrés, & la difputcceffèra. Car fiM. de 
Fontenelle veut que par y on entende qu’il n’y a nulle extrac- 
tion de Racine à faire , mais que c€ ligne radical n’y cil que pour la 
forme, en forte qu’il ne fignific autre enofeque la négation d cxtrac- 
tion, dans ce fens a ne (eroit nia 0 nia 00 , mais il lcroit a 1 , ou fim- 

plement a . Mais fi on veut fuivre la routine , comme le P. C. remar- 
que fort bien , alors il eft inconreftablc que 5/4 rcarpuif- 

quegénéralemcnt les expreflions radicales fc changent en potentief- 

m 

- n 

les , en renverfant feulement lesexpofansainfi ÿa c= a m, ce dont 
je crois M. de Fontenelle conviendra , on ne pourra faire raiforv- 
nablcment aucune exception fans enfreindre la loi d'uniformité { 

prenant donc m — 1 & n — <» , on aura fans doute =0, 
& ^ = — 5=!» , donc yaœa" 5 j y a-t-il rien de plus clair i 
M. Nicolp ofe-t-il penfer autrement ?ou le nie-t-il peut-être par 
complaifancc pour M. de Fontenelle, à caufc de quelque obliga- 
tion qu’il lui a ? * 

Voilà , Moniteur, mes petites remarques fur la conteflation de 
ces Meilleurs ; fi vous trouvez à propos de les communiquer au 
P. Cartel , vous lui recommanderez de ne me pas commettre avec 
M.'de Fontenelle, qui eft mon bon ami , Ce donc l'amitié m’eft 
très-chere. 

Je fuis avec beaucoup de confidéracion. Signe', J. Bernoulli. 


Extrait du Journal de Londres , Mars 1718, Art. 16 , traduit 
de P Anglais, 

L E fçavant Sc célébré P. Cartel vient de publier un Ouvrage 
merveilleux 8c extraordinaire. C’eft un grand in- 4 0 . d’envi 
' ron 700 pages, intitulé, Mathématique univerfelle , à Puf âge (J- à 
la portée de "tout le monde , principalement des jeunes Seigneurs , lu- 
ge meurs, P hf tiens , Artifies ,&c. chez. Simon , à Paris, 


3 i 8 Additions 

Dans les zoo premières pages de ce noble Ouvrage, cet Au- 
teur donne un plan 8c une idée générale de toutes les fcicnces 
Mathématiques, avec une explication auffi claite qu’élégante de 
chacune de leurs branches. Dans l’étendue de ces zoo pages tout 
ce qu’il y a de plus eftimable 8c de plus important dans les feien- 
ces humaines , eft traité fuffifamment ; 8c l’Auteur defeend jus- 
qu'au f'i .> petit détail avec une précilion 6c une exa&icudc in- 
concevables. • 

Après ces zoo pages il entre dans la confédération de la Géo- 
métrie prife en particulier. D'abord il donne divers Traités ou 
Differtations fur la Méthode 8c fur les diverfes Méthodes à' In- 
vention 8c de Doélrine , foit pour toutes les fcicnces Mathéma- 
tiques en général , foit pour la Géométrie en particulier. 

11 vient enfuitc à ce qu’il appelle la Géométrie ftmple , dans la- 
quelle il renferme tous les principes d’Arithmétiquc , d'Algcbre 
8c d’Analyfc , la doctrine de Proportions , celle des Equations 
/impies ; enfin les Elémens d’Euclide , & toute la Géométrie 
pratique, 

De-là il procède à ce qu’il nomme la Géométrie Compofée , con- 
tenant en entier toute la dodrinedu Calcul Numérique & Lit- 
téral , c’eft-à-dirc l’Arithmétique 6c l’Algebre , avec la doctrine 
de l’Analyfe compofée, 8c tout ce qui concerne les Sections Co- 
niques. 

En dernier lieu il traite au long de la nouvelle 8c plus fublime 
Géométrie , que Us François appellent l* Géométrie Fr an [tendante. 
Et c’cft ici que nous avons toute la doctrine 8c route la lcienccdcs 
Infinis expliqués d’une maniéré nouvelle 8c très- fingulicrc, égale- 
ment inftruélivc 8c agréable ; l’Auteur les confidérant dans tous les 
jours 8c points de vue poffibles -, leur Phyfiquc , leur Mécaphy- 
fîque, leur Arithmétique j les Calculs Exponentiel , Intégral, 
Différentiel , comme les François Us nomment , ou la méthode di- 
recte 8c inverfe des fluxions,- toute la fcience des Courbes , leurs 
deferiptions , comparaifons , analyfes 8c lieux Géométriques : le 
tout terminé par un ample Traité des Quadratures qui contient un 
grand nombre de découvertes toutes neuves & véritablement eu* 
rieufes ; entr’autres on y trouve une Méthode pour les Quanti- 
tés infiniment grandes, par où l’Auteur réduit à une valeur exade 
en nombres, les plus petites 8c infiniment petites différences des 
chofes j il quarre un cercle infiniment grand 8c une portion de 
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Cercle infiniment petite , aufli bien qu’une Ellypfc, 8c cela avec 
autant d’exa&irude qu’une Parabole , &c. 

Nous ne finirions pas, fi nous voulions détailler les particula- 
rités ,dc tout ce qui fc trouve de nouveau 8c de curieux répan- 
du dans cet excellent Ouvrage. 


FIN. 


APPROBATION DU CENSEUR ROYAL. 

4 - 

J ’Ai lû par l'ordre de Monfeigneur le Chancelier ,8c approuve la fécondé 
Edition de la Mathématique Ûniverfelle du R. P. Cajlel , Jé/uitt. A Paris , 
ce ia Février 1757. 

LA CHAPELLE, Membre de la Société Royale de Londres. 


PRIVILEGE DU ROI. 

L OUIS, par la grâce de Dieu, Roi de France & de Navarre : A nos 
amés 8c féaux Confeillers les Gens tenans nos Cours de Parlement , 
Maîtres des Requêtes ordinaires de notre Hôtel ,Grand-Confeil , Prévôt de 
Paris , Baillifs , Sénéchaux , leurs Lieutenans Civils , 8c antres nos Jufticiers 
qu’il appartiendra : Salut. Notre amé le Sieur Louis Quillet , Nous a fait 
expofer qu’il defireroit faire imprimer 8c donner au Public un Ouvrage qui a 
pour titre : Mathématique Univerfelle du P. Cajlel : s’il Nous plaifoit lui ac- 
corder nos Lettres de Privilège pour ce néceflàires. A cescaus.es, voulant 
favorablement traiter l'Expofant , Nous lui avons permis 8c permettons par 
ces l’réfentes , de faire imprimer lodit Ouvrage autant de lois que bon lui 
femblera , 8c de le faire vendre 8c débiter par tout norre Royaume pendant le 
temps de dix années confécutives , à compter du jour de la date des Préfentes. 
Fai Ions défenfes à tous Imprimeurs , Libraires 8c autres perfonnes de quelque 
qualité 8c condition quelles foient , d’en introduire d’imprellion étrangère 
dans aucun lieu de notre obéiÉËuice ; comme auffi d'imprimer ou faire impri- 
mer , vendre ou faire vendre , débiter , ni contrefaire ledit Ouvrage , ni d’en 
faire aucun Extrait, fous quelque prétexte que ce puifTe être , fans la permif- 
fion exprelTc 8c par écric dudit Expofant , ou de ceux qui auront droit de lui , 
à peine de confifcarion des Exemplaires contrefaits , de trois mille livres d’a- 
mende contre chacun des contrevenons , dont un tiers à Nous , un tiers à l’Hô- 
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de lui , Si de tous dépens , dommages & intérêts ; A la charge que ces Pré- 
fentes feront enregiftrées tout au long fur le Regiftre de la Communauté des 
Imprimeurs fie Libraires de Paris dans trois mois de la date d'icelles ; que 
l’impredion dudit Ouvrage fera faite dans notre Royaume , & non ailleurs , “ 

en bon papier & beaux caractères , conformément à la feuille imprimée at- 
tachée pour modèle fous le contre-fcel des Préfentes j que l’Impétrant fe 
conformera en tout aux Réglemens de la Librairie , fie notamment à celui du 
dix Avril 1-715 ; qu’avant de l’expofcr en vente, le Manufcrit qui aura fervi » 

de copie à l’imprellion dudit Ouvrage , fera remis dans le meme état ou l’Ap- 
probation y aura été donnée , ès mains de notre très-cher fie fcal Chevalier 
Chancelier de France le Sieur de Lamoignon, fie qu’il en feraenfuite remis 
deux Exemplaires dans notre Bibliothèque publique , un dans celle de notre 
Château du Louvre , fie un dans celle de norredit très-cher féal Chevalier 
Chancelier de France le Sieur de Lamoignon ; le tout A peine de nullité des 
Préfentes. Du contenu defquelles vous mandons 8c enjoignons de faire jouir 
ledit Expofantou fes ayans caufe, pleinement fi; paifîblemcnt , fans foutfrir 
qu’il leur foit fait aucun trouble ou empêchement. Voulons que la Copie 
des Préfentes qui fera imprimée tout au long au commencement ou A la 
lin dudit Ouvrage , foit tenue pour duement lignifiée , fie qu’aux Copies col- 
lationnées par l’un de nos amés fie féaux Confeillers fie Secrétaires k foi 
foit ajoutée comme A l’Original. Commandons au premier notre Huillîer ou 
Sergent fur ce requis de faire pour l’exécution d’icelles , tous actes requis Si 
nécellâircs , fans demander autre permiflion , fie nonobftanr clameur de Haro , 

Charte Normande, Si Lettres A ce contraires : Car tel eft Aotre plaifir. 

Donné A Verfailles le deuxième jour du mois d’ Avril, l’an de grâce mil 
fept cent cinquantc-fept , fie de notre Règne le quarante-deuxième. Par le Roi 
en fon Confeil. . 

LE BEGUE. 

Rtgijtré fur ie Regiftrc XIV. de la Chambre Royale de j* Libraire t & Im- 
primeurs de Paris , N°. iyy. fol. l^C. conformément atlx anciens Réglement , 
confirmés par celui du 28 Février 1723, qui fait défenfes , Art. IV. à toutes 
perfonnes de quelque qualité qa'elles foient , autres que les Libraires & Im- 
primeurs , de vendre , débiter & faire afficher aucuns Livres pour les vendre 
en leurs noms , foit quils s’en difent les Auteurs oit autrement ; à la charge de 
fournir à la Jufdite Chambre neuf Exemplaires preftrits par I Article 10S. 
du mime Réglement. A Paris, le p Avril 1777. 

P. G. LE MERCIER, Syndic. 


l'Imprimerie de C. F. Simon , de l'Académie des Areadiens de Rome, Imprimeur 
de la Reine te, de l' Archevêché de Paris. 17 j 8. 
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pulitura a seccoîraimienào piega, imbrachettatura,re3tauro carta:carka 
e velina giapponese Vang, Tylose MH300p 6?°:guardie P Ingres Vang 2023 
1 o pelle uovo; cucitura au 4 nervi di canapa 10 capi coi file di lino 
Barbours;cartoni fibrati a due spessori, cartoncino Fabriano L.O. al- 
1' interno ; incartonatura nervi ; capitelli naturalx paasanti al contre 
faacicoli e aotto catenella,in lino Barbours ; omati e doupi in coto- 
ne ritorto fiorentino;indorsatura:porzioni di 517 Vang a misura dél- 
ié caaelle , adese con Tylose MH300p 6‘/>, succoEsivamente tasselli ncar- 
riiti in cuoio naturale,a misura delle caselle , debitaincnte aosottigli- 
ati ed ade3i ; copertura in pelle di capra a concia rcista, collata con 
Tylose MH300p 6$; compensazione dei contropiatti,con earconeino L.C.; 
incassatura a piatti aperti. 

Biblos s.n.c, 

Pirenze, novembre 1997 
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